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G12 : Correction rapide du CCI1.

Exercice 1. Soit f une fonction borélienne et positive. Puisque X a pour densité 1jy (), on a

E[f(Y)] = E[f(=In(1 - X))] = f(=In(1 —2)) dz,

10,1]

et le changement de variable y = —In(1 — x) donne

BV = [ ey
10,400
Y suit la loi exponentielle de paramétre 1.

Exercice 2. 1. Si X suit la loi B(p) alors, pour tout A > 0,
P(A) = e MOPHX =0}) + e M PHX =1}) = (1 —p) +pe .

2. Pour tout w € Q, A — e () est continue sur R, et limy_, o e ¥ @) vaut 0 si X(w) # 0 et
1 dans le cas contraire. Puisque X est une v.a. positive on a

sup e_)‘X‘ <1,
A>0

et la variable aléatoire constante égale a 1 est intégrable sur notre espace de probabilité.

Les résultats sur les intégrales a parametre donnent la continuité de ¢ sur R et

Jlim$(\) = B [Lx=0)] = P(X = 0}).

(On retrouve bien le 1 — p de la premiére question.)

Exercice 3. 1. Soit n € N. Vu 'indépendance des (X;,),>1, on a, pour tout réel ¢,

vy, (t) =E [exp (itn_% ZXk>] =E [H eitxk/\/ﬁ] = HIE {eitxk/‘/ﬁ] = H ex, (t/vn),
k=1 k=1

k=1 k=1

et puisque ces variables sont identiquement distribuées
n 1 2\" 1 2 9
ey, (t) = px, (t/vn)" = exp 5 (t/v/n) =exp | —gn (t/v/n)" ) = exp(=t*/2) ;
Y,, suit la loi A/(0,1) puisque la fonction caractéristique détermine la loi.
2. Puisque N est a valeurs dans N*, pour tout réel ¢,

Gt Z 1yt = Z 1y_pye

n>1 n>1



de sorte que py(t) = E [Zn>1 1y N:n}eityn}. Pour justifier la permutation de I’espérance et de la
somme, remarquons que

ZE [‘I{N:n}eity" ] = ZE [I{N:n}] = ZP({N =n})=1< 4o0.

n>1 n>1 n>1

Par conséquent,
(py(t) =E Z 1{N:n}€ityn = Z E [1{N:n}eitYn] .
n>1 n>1

Comme les variables N et (X,,)n>1 sont indépendantes, il en va de méme des variables N et (Y, )n>1
et donc

oy (t) = ZP({N =n})E [eitYn] _ €7t2/2 ZP({N =n}) = 67152/2

n>1 n>1

puisque les (Y},)n>1 sont identiquement distribuées suivant la loi M(0,1). Y suit la loi A(0,1)
(quelque soit la loi de N'!)

Exercice 4. 1. On a, par parité de p,

P ({|Xn| > n‘g}> = /|u|>n3 pn(u)du = /u> g n%e "ty = eV,

n

2. Puisque ), - e V" < 400, le lemme de Borel-Cantelli donne P (hm sup {|Xn| >ns }) =0.

3. Notons N I'événement lim sup {]Xn\ > nfg} ; N¢ = liminf {|Xn] < nfg} Soit w € N¢. Il existe

: _3 . _3
un entier n,, tel que, pour tout n > ny,, w € {|X,| <n 2} soit | X, (w)| < n™2 pour tout n > ny,.

Il résulte du critére de Riemann (3/2 > 1!), que la série ), -, Xy (w) est absolument convergente
pour tout w € N€.



