UFR MATHEMATIQUES UNIVERSITE RENNES 1
Master 1'® année Année 2004/2005

Module G12 : Controle continu n° 2.

Exercice 1. Préciser si les affirmations suivantes sont exactes ou pas ; donner une dé-
monstration si le résultat est correct, un contre-exemple dans le cas contraire.

Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires réelles.

1. A= {sup,>; X, < +oo} est un événement asymptotique de (X )p>1.

2. B= {supn21 X, < c} ou ¢ € R est un événement asymptotique de la suite (X,,)p>1.
3. Si (Xy,)n>1 converge vers 0 dans L! alors elle converge vers 0 en probabilité.
4

. Si (Xp)n>1 converge vers 0 dans L1 alors elle converge vers 0 dans L2

Exercice 2. Soit (X,),>1 une suite de v.a. positives indépendantes ; pour tout n € N*,
X, suit la loi de Bernoulli de parametre 1/y/n :
1 1
PX,=1)=— PX,=0))=1—-——.
( n ) \/ﬁ7 ( n ) \/ﬁ
On note, pour n € N* S, = X1+ ...+ X, et Y, = S,,/E[S,,].
1. Calculer, pour tout n € N*, E[S,,] et V(S,,) puis vérifier que V(S,) < E[S,].

2. Soit € > 0. Montrer que pour tout n € N*,
1

P(|Y, — 1] > ¢) = P(|S, — E[S,]| > cE[S,]) < ZEE

En déduire que (Y;,)p>1 converge vers 1 en probabilité.

On rappelle que, pour n € N*, 2/n —2 <>}, \/LE < 2¢/n.

3. En utilisant la majoration de la question précédente, montrer que, pour tout € > 0,
> P (V-1 >¢) < +o0,
n>1

et en déduire que la sous-suite (Y,,4),>1 converge presque stirement vers 1.

4. On désigne par p, la partie entiere de nl/4,

(a) Montrer que, pour tout n € N*,

Spfrlz S Yn S S(pn+1)4
] = LS,

(c) En déduire que (Y;,)n>1 converge presque surement vers 1.



