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Module G12 : Correction du controdle continu n° 2

Exercice 1. 1. Les variables aléatoires (X,,),>1 sont réelles donc, pour tout entier r > 1,
A= {suanT X, < —1—00} : A est un événement asymptotique de la suite (X,)p>1.

2. B n’est pas un événement asymptotique de (X,,),>1. Voici un contre-exemple. Plagons-nous
sur ([0,1], B([0,1])) muni de la mesure de Lebesgue et prenons X1 = 1(1/31], Xpn = 0si n > 2
de sorte que {sup,>; X, <1/2} = {X; <1/2} =[0,1/2[. Or, pour tout r > 1, A" = {0,[0, 1]}
et donc A* = {0, [0,1]} : B ¢ A>.

3. D’apres l'inégalité de Markov, on a, pour tout € > 0,
B(|X,| > €) < e B[ X,

Si donc (X,,)n>1 converge vers 0 dans L', elle converge aussi vers 0 en probabilité.
4. La convergence dans L' vers 0 n’implique pas la convergence dans L? vers 0. Voici un contre-
exemple. Prenons, pour tout n > 1,1 -P(X, =0) =P(X, =n)=n"2.OnaE[|X,|]=n"ltet
E [|X,]?] =1.
Exercice 2. 1. On a E[S,] = E[X}] + ... + E[X,,] et puisque les v.a. sont indépendantes
V(S,) =V(X1) + ...+ V(X,). Or, pour tout £ > 1, comme X € {0,1},

1 1
V(Xy) = E [X7] — E[X:]? = E[X}] — E[X})* = N
Par conséquent, E[S,] =>"7_, ﬁ et V(S,) => 1, ﬁ — 1. On a clairement V(S,,) < E[S,].

E[Xy] =P(X), =1) =

2. Puisque E[S,] > 0, P(|Y,, — 1] > ¢) = P(|S,, — E[S,]| > € E[S,]) et on obtient, via 'inégalité
de Tchebycheff, comme V(S,,) < E[S,],

P(1Sn — E[Su]] > eE[Sh]) < ng Iégln)h =2 I;[Sn].

Comme liril E[S,] = +00, (Y,)n>1 converge vers 1 en probabilité.
nN—-1+00 -
3. Pour tout n € N*, E[S,4] > 2(n? — 1) et donc, si n > 2,

1 1
P(|Y,s — 1| > ¢) < <
(¥ [>e) = e2E[S,4] ~ 2e2(n? —1)

qui est le terme général d’une série convergente. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, pour tout
e >0, P(limsup{|Y,s — 1| > e}) =0 : (Y,4),>1 converge vers 1 presque stirement.

4. (a) Soit n € N*, on a p, < n'/* < p, +1 et donc pr <n < (pn+1)% Les variables (X,,)n>1
étant positives, on a

Spi S S0 < Sparns B[Sp] SE[Sp] <E[Sp, 41

puis, comme [E [Spiﬁ] > 0,
Sph
E[S(pn+1)4]

< ¥, < St

E[Sp]



(b) On a, pour tout n > 2,

1<
— E[S,:] T 2(n%2-1)
ce qui donne la limite requise.
(c) Ecrivons, pour n > 1,
E[S,a] E[S(p,+1)4]
— Pl Yy, <Y, <Y 4 ——PnT)
E[S(pn+1)4] Pa (pn+1) E[Sp;ﬁ]

Puisque p, > n'/* — 1, lirf pn = +00 ; donc (Y},),,~, converge vers 1 presque siirement et
n—roo -

E [S(pn +1)4] J/E [Sp% ] — 1. ’encadrement précédent et le « théoreme des gendarmes » condui-
sent alors au résultat.



