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Module G12 : Correction du contrôle continu no 2

Exercice 1. 1. Les variables aléatoires (Xn)n≥1 sont réelles donc, pour tout entier r ≥ 1,
A =

{
supn≥r Xn < +∞}

: A est un événement asymptotique de la suite (Xn)n≥1.

2. B n’est pas un événement asymptotique de (Xn)n≥1. Voici un contre-exemple. Plaçons-nous
sur ([0, 1],B([0, 1])) muni de la mesure de Lebesgue et prenons X1 = 1[1/2,1], Xn = 0 si n ≥ 2
de sorte que

{
supn≥1 Xn ≤ 1/2

}
= {X1 ≤ 1/2} = [0, 1/2[. Or, pour tout r ≥ 1, Ar = {∅, [0, 1]}

et donc A∞ = {∅, [0, 1]} : B %∈ A∞.
3. D’après l’inégalité de Markov, on a, pour tout ε > 0,

P(|Xn| > ε) ≤ ε−1 E[|Xn|].
Si donc (Xn)n≥1 converge vers 0 dans L1, elle converge aussi vers 0 en probabilité.
4. La convergence dans L1 vers 0 n’implique pas la convergence dans L2 vers 0. Voici un contre-
exemple. Prenons, pour tout n ≥ 1, 1− P(Xn = 0) = P(Xn = n) = n−2. On a E [|Xn|] = n−1 et
E

[|Xn|2
]

= 1.

Exercice 2. 1. On a E[Sn] = E[X1] + . . . + E[Xn] et puisque les v.a. sont indépendantes
V(Sn) = V(X1) + . . . + V(Xn). Or, pour tout k ≥ 1, comme Xk ∈ {0, 1},

E[Xk] = P(Xk = 1) =
1√
k
, V(Xk) = E

[
X2

k

]− E[Xk]2 = E[Xk]− E[Xk]2 =
1√
k
− 1

k
.

Par conséquent, E[Sn] =
∑n

k=1
1√
k

et V(Sn) =
∑n

k=1
1√
k
− 1

k . On a clairement V(Sn) ≤ E[Sn].

2. Puisque E[Sn] > 0, P(|Yn − 1| > ε) = P(|Sn − E[Sn]| > ε E[Sn]) et on obtient, via l’inégalité
de Tchebycheff, comme V(Sn) ≤ E[Sn],

P(|Sn − E[Sn]| > εE[Sn]) ≤ V(Sn)
ε2 E[Sn]2

≤ 1
ε2 E[Sn]

.

Comme lim
n→+∞E[Sn] = +∞, (Yn)n≥1 converge vers 1 en probabilité.

3. Pour tout n ∈ N∗, E[Sn4 ] ≥ 2(n2 − 1) et donc, si n ≥ 2,

P(|Yn4 − 1| > ε) ≤ 1
ε2 E[Sn4 ]

≤ 1
2ε2(n2 − 1)

qui est le terme général d’une série convergente. D’après le lemme de Borel-Cantelli, pour tout
ε > 0, P(lim sup{|Yn4 − 1| > ε}) = 0 : (Yn4)n≥1 converge vers 1 presque sûrement.
4. (a) Soit n ∈ N∗, on a pn ≤ n1/4 < pn + 1 et donc p4

n ≤ n < (pn + 1)4. Les variables (Xn)n≥1

étant positives, on a

Sp4
n
≤ Sn ≤ S(pn+1)4 , E

[
Sp4

n

] ≤ E[Sn] ≤ E
[
S(pn+1)4

]
,

puis, comme E
[
Sp4

n

]
> 0,

Sp4
n

E[S(pn+1)4 ]
≤ Yn ≤

S(pn+1)4

E[Sp4
n
]

.
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(b) On a, pour tout n ≥ 2,

1 ≤ E[S(n+1)4 ]
E[Sn4 ]

≤ 2(n + 1)2

2(n2 − 1)
,

ce qui donne la limite requise.
(c) Écrivons, pour n ≥ 1,

E[Sp4
n
]

E[S(pn+1)4 ]
Yp4

n
≤ Yn ≤ Y(pn+1)4

E[S(pn+1)4 ]
E[Sp4

n
]

.

Puisque pn ≥ n1/4 − 1, lim
n→+∞ pn = +∞ ; donc (Ypn)n≥1 converge vers 1 presque sûrement et

E
[
S(pn+1)4

]
/E

[
Sp4

n

] −→ 1. L’encadrement précédent et le « théorème des gendarmes » condui-
sent alors au résultat.


