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G12 : Contrôle continu no 2.

Exercice 1. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires positives ; pour tout n ≥ 1, Xn

suit la loi exponentielle de paramètre λn > 0 : Xn a pour densité x "−→ λne−λnx1R+(x).
1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (Xn)n≥1 converge vers 0 :

(a) en probabilité ;
(b) dans L1.

2. On suppose les (Xn)n≥1 indépendantes. Donner un exemple dans lequel (Xn)n≥1 converge
vers 0 dans L1 mais pas presque sûrement.

Exercice 2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identi-
quement distribuées.

Montrer que la suite (Xn/n)n≥1 converge presque sûrement vers 0 si et seulement si X1

est intégrable.

Exercice 3. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires à valeurs dans [0, 1], indépen-
dantes et identiquement distribuées suivant la loi uniforme sur [0, 1] ; X1 a pour fonction de
répartition F où F (t) = 0 si t < 0, F (t) = min(t, 1) si t ≥ 0.

On note, pour tout n ≥ 1, Mn = max1≤k≤n Xk.
1. Déterminer, pour tout n ≥ 1, la fonction de répartition, Fn, de Mn.
2. (a) Calculer, pour tout n ≥ 1 et tout ε > 0, P (|1−Mn| > ε).

(b) En déduire que (Mn)n≥1 converge presque sûrement vers 1.
3. Montrer que la suite (n(Mn − 1))n≥1 converge en loi vers une variable aléatoire Z de
fonction de répartition G définie par G(t) = et si t ≤ 0, G(t) = 1 pour t > 0.

1 Fin de l’épreuve


