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G12 : Contrôle continu no 3.

Exercice 1. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identi-
quement distribuées ; on suppose X1 de carré intégrable et on note m = E[X1], σ2 = V(X1).
1. Montrer que la suite de terme général
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converge en loi vers (G, m) où G suit la loi N (0, σ2).
2. En déduire que la suite de terme général
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converge en loi vers U de loi N (0, 4m2σ2). On pourra factoriser x2 − y2.

Exercice 2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et iden-
tiquement distribuées suivant la loi gaussienne N (0, 1) ; on rappelle que X1 est de carré
intégrable, que E[X1] = 0, que V(X1) = 1 et que E

[
eX1

]
= e1/2. On note, pour tout n ≥ 1,

Sn = X1 + . . . + Xn, Mn = exp (Sn − n/2) .

1. (a) Justifier la convergence presque sûre de
(
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)
n≥1

et préciser la limite.
(b) En déduire que (Mn)n≥1 converge presque sûrement vers 0.

2. (a) Calculer, pour tout n ∈ N∗, E [Mn].
(b) La convergence de (Mn)n≥1 a-t-elle lieu dans L1 ?

3. Soit (an)n≥1 une suite de réels positifs.
(a) Montrer que si

∑
n≥1 a2

n < +∞ alors la série
∑

n≥1 anXn converge presque sûrement
et dans L2 vers une variable aléatoire réelle dont on précisera la variance.

(b) Montrer que si la série
∑

n≥1 anXn converge presque sûrement vers une variable aléa-
toire réelle alors

∑
n≥1 a2

n < +∞. Pensez à la convergence en loi !

1 Fin de l’épreuve


