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G12 : Correction rapide du CC3.

Exercice 1. 1. Puisque les (X;,)n>1 sont i.i.d. et de carré intégrable, la loi forte des grands nombres
donne la convergence presque siire de M,, = S,,/n vers E[X;] = m tandis que le théoréme limite
central donne la convergence en loi de T, = /n(M, — m) vers G de loi N(0,0%? = V(X3)). En
particulier, (M,,),>1 converge en probabilité vers la constante m. On peut donc appliquer le lemme
de Slutsky pour obtenir la convergence en loi de ((1,, M,)) vers (G, m).

2. Pour tout n > 1, U, = T,,(M,, + m). Comme 'application (z,y) — z(y + m) est continue, la
convergence en loi de (T, M,) vers (G, m) entraine la convergence en loi de U,, vers 2mG de loi
N(0,4m?c?).

Exercice 2. 1. (a) Puisque que les (X,),>1 sont i.i.d. et que X; est intégrable, la loi forte des
grands nombres donne la convergence presque stire de (S,/n),,; vers E[X;] = 0.

(b) Pour tout n > 1,
n S, 1
InM,=S,——=n|l——=].
B Ten Ty =0 ( n 2)
Puisque (Sn/n),; converge presque strement vers 0, lim, oo InM; = —oco p.s. et (Mp),5,

converge presque strement vers 0.
2. (a) Soit n € N*. On a

E[M,] = "?E [¢%] = 2E [H1<kz<n eXk] '

Comme les variables (X, )p>1 sont i.i.d. et que e* > 0 pour tout réel z,

E [Mn] 'L: e—n/Q HlékénE |:€Xk:| ’l:d —n/QE |:€X1:|n _ e—n/2 (el/2>n 1

(b) Supposons que (M,), -, converge vers M dans L'. En particulier, on a lim, 4o E[M,] =
E[M]; d’aprés la question précédente, E[M] = 1. D’autre part, il existe une sous-suite qui converge
presque slirement vers M. Comme on sait que (My),~, converge presque slirement vers 0, on en
déduit que M = 0 p.s. Ceci est impossible. B

Par conséquent, (M,), -, ne converge pas dans L!.

3. (a) Les variables aléatoires (anX,)n,>1 sont indépendantes, centrées, de carré intégrable. De
plus,
2 2
or VlanXn) = Yoo aV(X,) =) a) < oo

n>1 " n>1 "
11 suffit d’appliquer le théoréme sur les séries centrées.

(b) Notons, pour tout n € N*, Z, = >7}'s; a; Xj. Puisque (Z,),>1 converge presque stirement
vers une v.a.r. Z, la convergence a également lieu en loi. D’apreés le théoreme de Paul Lévy, (¢z,),,>1
converge simplement vers ¢z sur R. On a d’autre part, pour tout n > 1 et tout réel ¢, les (X, )n>1
étant i.i.d,

2
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0z, (t) =E [ngkgn e } = ngkgnE e | = ngkgn e %2 = exp ( 5 Zk:l ai | -

Si Y, a8 = 400, alors @z(t) = lim,— 100 2z, (t) = 1{0y(t), ce qui est impossible puisque ¢z est
continue sur R.



