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G12 : Correction rapide du DM2.

Exercice 1. 1. Rappelons que la fonction caractéristique d’ une variable aléatoire de loi de Pois-

son de parameétre A > 0 est t —— M =1)  Les variables (Xn)nen+ étant indépendantes nous

avons
n

n
vVt € R, on(t) = H E [eith H k(e=1) _ esn(ezt_l)'
k=1

Sy, suit la loi de Poisson de paramétre s, : E[S,] = V(S,) = s,.

2. Pour tout n € N* X, suit la loi de Poisson P(\,); par conséquent, P(X, > 0) =
L’événement Q7 = Np>1{X,, > 0} a pour probabilité 1. Pour tout w € Q; et tout n >
Xn(w) >0 : pour tout w € O, (Sp(w))n>1 est une suite croissante donc convergente dans R
11 suffit de poser S(w) = limy— 400 Sp(w) siw € Q; et S(w) =0 si w € QF.

3. Les variables aléatoires (X,,)n,en+ étant positives, on a par convergence monotone

E[S] = lim E[S,] = lim Z)\k—Z/\k<+oo

n—-4o00 n—-—4o0o
k<n k>1

S est donc finie presque stirement puisque que c’est une variable aléatoire intégrable.

Sy converge presque slirement et donc en loi vers S. Par conséquent, d’apres le théoréme de
Paul Lévy,

vt € R7 @S(t) = lim (‘Dn( ) = @(eit_l) Zk21 Ak'

n—+00
S suit la loi de Poisson de parameétre ), < A.

4. (a) Pour tout n > 1, § > S,, presque stirement. Donc pour tout r € N et tout n € N*,
P(S >r)>P(S,>r)=1-P(S, <r). Or, dés que s, > 1, on a

P(S, <r)=e°" Z (sﬁ/k“) <(r+1)s, e .
k<r

Comme lim,—, 40 S, = 00, P(S, < 1) — 0 si n — +oo. Par conséquent, pour tout r € N,
P(S >r)=1:S5 = +oo presque strement.

(b) Observons tout d’abord que, pour tout n > 1, E[X,,] = A, et que

Y, = Si (ZXk —ZM) = Si > (X —E[X4)).
" \k=1 k=1 " k=1

Puisque la suite (sy)nen converge en croissant vers +o0, il suffit de montrer, en vertu du lemme
de Kronecker, que la série de terme général (X,, — E[X,,])/sn, converge presque stirement dans
R pour établir la convergence presque sire vers 0 de la suite (Y},),en+. Nous avons,

Y E ( [X"])2] :n21 Z—<+oo

n>1 n>1 Sn




En effet, la suite (s,)n>1, & valeurs dans R, étant croissante, pour tout n > 2,

An An 1 1
<

$2 7 SuSn-1 Sn1 Sn

et par conséquent, pour tout p > 1,

p+1 p+1 p+1
I RO I R Bl e B
f=isn T os1 L sm A1 ‘= \Sn-1 sn A1

Les variables aléatoires (X,, — E[X,,])/sn, n > 1, sont indépendantes et centrées : le théoréme
sur les séries centrées donne le résultat.

(c¢) La fonction caractéristique 1, de /s,Y, est donnée par

¢
-, Sn—sn . . Sn el\/TTlfl
vVt € R, Yn(t) =E [eZt N ] = ¢ MV g () \/5n) = e Wi e ( )

it
Ore'ven —1= Z\/ZT -3 % + %5 (it/\/3n) avec lim,_,e(z) = 0. Par conséquent,

Un(t) = etV pitN/Em— B2 e(it/\5m) _ =2 e(it//Em)

2
Comme lim,, 4o S = +00, limy, 4o ¥n(t) = 6_%; c’est la fonction caractéristique d’une
variable aléatoire de loi N'(0,1). D’aprés le théoréme de Paul Lévy, (, /snYn)n21 converge en loi
vers une variable normale centrée réduite.

Exercice 2. 1. Puisque les variables aléatoires (X,,)n>1 sont i.i.d. de carré intégrable, on peut
appliquer le TCL pour obtenir la convergence en loi de (S,/v/n)n>1 vers X de loi N(0,1).
Comme la fonction x — |z| est continue, (R,),>1 converge en loi vers Z = | X|.

Déterminons la densité de Z. Soit f : R — R une fonction borélienne et positive. On a, par
parité,

B[(2) = E(XD)] = <= [ fele2de = — [ f@)e "/ 1n, @) do.

Z a pour densité x — %6_x2/21R+ ().

Si on prend f(x) = z dans la formule précédente, on obtient

+oo
E[Z] = \/?/ ze 2 dy = \/5 [—e*xQ/QL) = g
T Jr, T s

2. (a) Soit { > 1. Comme ¢, est continue et bornée sur R, on a lim,_. 1« E[¢;(Ry)] = E[¢i(Z)]
puisque (Ry)p>1 converge en loi vers Z.

(b) Soient [ > 1 et n > 1. Pour tout > 0, 0 <z — ¢(z) < 21> < x21{le}/l < z?/I. Par
suite, comme R,, > 0,

E[Rn] — Elpi(Ra)]| < E[Rn — ¢1(Bn)] < E [Ral(g,>p] < 7 E[R].

~|

Remarquons E [R2] = E [S2] /n. Comme les variables (X,,),>1 sont centrées et ii.d., E [SZ] =
V(Sp) = nV(X;) = n. Ceci donne le dernier majorant.



3. (a) On a, pour tout [ > 1 et tout n > 1, d’apres la question précédente,

E[Rn] - g

s

= |[E[R,] — E[Z]]

IN

[ELR.) ~ Eloi(B)]| + [Elpi(Ba)] ~ Elgi(2)]| + [Elgi(2)] - E[Z])
7+ [Elou(Ra)] ~ Elor(2)]| + [Elou(2)] - E[Z]].

IN

Par conséquent, pour tout [ > 1, comme z > ¢;(x) pour = > 0,

E[R,] - \/z

—

lim sup
n—-+00o

< -+ [Elpi(2)] - E[Z]] + limsup [E[pi (Rn)] — El@i(2)]|

l n—-+o00

d’apres la question 2. (a).

(b) Comme Z est positive, pour tout I > 1,0 < ¢(Z2) < Z et limy_ 1o 0i(Z2) = Z. Z étant
intégrable, le théoréme de convergence dominée donne

lim (E[Z] - E[p:i(Z)]) = 0.

l—+o00

Par conséquent,

E[R.] — /2

™

lim sup
n—-4o00

< tin_(1+Ela(2)] - El2)) =0

T l—+o0

finalement, lim,,_, 1 E[R,] = \/g



