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Exercice 1. Soient r un réel strictement positif et (X,,),en+ une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes de méme loi p uniforme sur [—'r 3, 7“\/5]

1. (a) Expliciter la densité de la probabilité u.

(b) Expliquer pourquoi X; a des moments de tous les ordres et préciser E[X], E [X 12] ainsi
que la variance de X?2.

Pour n > 1, on pose

1
X2+ ... 4 X32\?2
T”:<1+n+ ”) :

2. Prouver que (T},),>1 converge presque surement vers r.

3. On étudie & présent la convergence en loi de la suite de terme général U, = /n (T, —r),
n > 1.

(a) On pose, pour tout n > 1, V,, = /n (T2 —r?) /(2r). Montrer que la suite (Vy)n>1
converge en loi vers une variable aléatoire réelle gaussienne centrée de variance r2/5.

(b) En utilisant I'identité

_ 2 ,2)\2
T ri(x r), v>0,
2r 2r(x +1r)?

montrer que U, =V, — W,,, ou W,, est une variable aléatoire réelle telle que

B

2
oangﬁ(TZ—ﬂ) :

(c) Prouver que lim,,_ 4 E[W,] = 0. En déduire que la suite (W), >1 converge en probabilité
vers 0

d) Conclure que (Up)n>1 converge en loi et identifier sa limite.

1 T.S.V.P.



Exercice 2. Si x € R?, on désigne par |z| sa norme euclidienne et on note, pour tout p > 0,
B, la boule euclidienne fermée de R? de centre 0 et de rayon p : B, = {z € R® : || < p}; on
rappelle que le volume V, de B, est V,, = %ﬂpS .

1. Soient R > 0 et Xi,..., X, n variables aléatoires de R?® indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi uniforme sur Bp c’est a dire de densité z — 1p,(x)/Vg.

On pose, pour tout r > 0,
NR,n(T) = 1BT(X1) + ...+ 1BT(Xn)7 DR,n = inf{|Xk] k=1,.. .,n}.

(a) Déterminer, pour tout r > 0, la loi de 1p, (X1) puis celle de Ng,(r).
(b) Exprimer, pour r > 0, {Dgr, > r} a l'aide de la variable aléatoire Np ,(r).

Soit d > 0. On s’intéresse au comportement asymptotique de Ng,(r) lorsque le rapport VLR
reste constant égal a d. Pour cela, on note, pour n € N* et r > 0,

Jr— : No(r) = Ng,o(r),  Dp=D
= T)= T =
n dnd 5 n Rn,n ) n Ryp,n»

et on fait tendre n vers +oo.

2. (a) Montrer que, pour tout r > 0, N, (r) converge en loi lorsque n — 400 vers une variable
aléatoire N (r) suivant la loi de Poisson de parameétre dV;.

(b) En déduire que D,, converge en loi lorsque n — o0 vers une variable aléatoire D dont
on précisera la fonction de répartition.

+o0
(c) Exprimer E[D] a l’aide de la fonction I' : pour s > 0, I'(s) = / e da.
0

3. Si 0 représente le systeme solaire, les variables X; la position des étoiles dans I'univers et d
est la densité stellaire, quelle interprétation peut-on donner a D ?

Exercice 3. Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes; pour tout
n € N*, X,, suit la loi de Poisson de parametre A, > 0. On pose, pour n € N*,

S,=X1+...+X,, Sp =M+ ...+ .

1. Calculer la fonction caractéristique ¢,, de S,,. Quelle est la loi de S, 7 sa moyenne ? sa va-
riance ?

2. Montrer que (S,,)nen+ converge presque siirement vers une variable aléatoire S de R,
3. On suppose que Zn21 An < 400. Calculer lim,,—, o E[S,]. En déduire que S est finie presque
strement et déterminer la loi de S.
4. On suppose désormais que » -4 Ap = +00.
(a) Montrer que, pour tout r E_N, P(S > r) = 1. Déterminer S.

(b) Montrer que la suite de terme général Y,, = (S, — sp) /sn, n € N*, converge presque
strement vers 0 lorsque n — +o0o.  On pourra utiliser le lemme de Kronecker et linégalité
852 A < s;il — s,jl, n > 2.

Lemme de Kronecker : Soient (b,,),>1 une suite croissante de réels strictement positifs telle que
lim,— 400 bp = +00 et (z5)n>1 une suite de réels. Si ) -, (2n/bn) converge dans R, alors
hmn—>+oo (Z?:l l‘z) /bn = 0.

(c) Déterminer la limite en loi de (. /Sn, Yn) lorsque n — +o0.
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