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Exercice 1. Soient (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et
a > 0. On note, pour tout n ≥ 1,

Sn = X1 + . . . + Xn, Yn = Xn 1{|Xn|≤a}, Tn = Y1 + . . . + Yn.

1. Soit CS (respectivement CT ) l’ensemble des ω ∈ Ω tels que (Sn(ω))n≥1 (respectivement
(Tn(ω))n≥1) converge.

(a) Vérifier que CS = CS ∩ (lim inf{|Xn| ≤ a}) = CT ∩ (lim inf{|Xn| ≤ a}).
(b) Établir que si (Tn)n≥1 converge presque sûrement et

∑
n≥1 P ({|Xn| > a}) < +∞

alors (Sn)n≥1 converge presque sûrement.
(c) On suppose maintenant que (Sn)n≥1 converge presque sûrement.

Montrer que (Tn)n≥1 converge presque sûrement, que P(lim inf{|Xn| ≤ a}) = 1 puis que∑
n≥1 P ({|Xn| > a}) < +∞.

2. (a) Vérifier que, pour tout n ≥ 1, Yn ∈ L2. Montrer que lorsque les deux séries∑
n≥1

E[Yn],
∑
n≥1

V(Yn)

convergent dans R, (Tn)n≥1 converge presque sûrement.
(b) En déduire le théorème suivant dit des trois séries : si les séries∑

n≥1

P({|Xn| > a}),
∑
n≥1

E[Yn],
∑
n≥1

V(Yn)

convergent dans R, alors (Sn)n≥1 converge presque sûrement dans R.

Rappels. X suit la loi de Cauchy de paramètre c > 0 si X a pour densité x &−→ 1
π

c
x2+c2

;
on a alors ϕX(t) = e−c|t|. Enfin, lim

x→0

arctan x
x = 1 et, pour x > 0, arctan x + arctan 1

x = π
2 .

3. On suppose dans cette question que, pour tout n ≥ 1, Xn suit la loi de Cauchy de
paramètre αn > 0, avec

∑
n≥1 αn < +∞ ; on prend a = 1.

(a) Pour tout n ≥ 1, calculer P({|Xn| > 1}) et E[Yn] puis montrer que V(Yn) ≤ 2
παn.

(b) En déduire que (Sn)n≥1 converge presque sûrement vers une variable aléatoire réelle
S.

(c) Déterminer la loi de S.



2 Fin de l’épreuve

Exercice 2. Soit (Zn)n≥1 une suite de vecteurs aléatoires de R2 indépendants et de
même loi ; Z1 est de carré intégrable. Pour tout n ≥ 1, Xn et Yn désignent les composantes
de Zn et on pose Sn = X1 + . . . + Xn, Tn = Y1 + . . . + Yn.

On note α = E[X1], β = E[Y1], et σ2 = V(αY1 − βX1) ; on suppose que α )= 0, σ > 0.

1. (a) Montrer que
(

n
Sn

1{Sn %=0}
)

n≥1
converge presque sûrement vers α−1.

(b) On pose Rn = Tn
Sn

1{Sn %=0}, r = β
α . Montrer que la suite (Rn)n≥1 converge presque

sûrement vers r.
(c) On pose Qn = Tn−rSn√

n
; montrer que (Qn)n≥1 converge en loi vers une v.a.r. Q dont

on précisera la loi.

2. (a) Montrer que
((

Qn, n
Sn

1{Sn %=0}
))

n≥1
converge en loi vers

(
Q, α−1

)
.

(b) En déduire que (
√

n(Rn − r))n≥1 converge en loi vers G dont on précisera la loi.

3. On suppose à présent que Z1 a pour densité (x, y) &−→ e−y 1R∗
+
(x) 1R∗

+
(y − x).

(a) Déterminer la loi de X1 ainsi que celle de Y1 ?

Rappel. Pour tout k ≥ 1,
∫ +∞

0
xke−x dx = k!

(b) Soit t > 0. Déterminer un réel τ tel que

lim
n→+∞P

({
r − τ√

n
< Rn ≤ r +

τ√
n

})
=

√
2

π

∫ t

0
e−

x2

2 dx.


