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Exercice 1. Soient (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et
a > 0. On note, pour tout n > 1,

Sn=X1+...+X,, Yn:Xn1{|Xn|§a}7 T, =Y +...+Y,.

1. Soit Cg (respectivement C7) I'ensemble des w € €2 tels que (Sp(w))n>1 (respectivement
(T, (w))n>1) converge.

(a) Vérifier que Cg = Cg N (liminf{|X,,| < a}) = Cr N (liminf{|X,| < a}).

(b) Etablir que si (T},),>1 converge presque stirement et S o P ({|X,| > a}) < +o0
alors (Sy)n>1 converge presque siirement.

(c) On suppose maintenant que (Sy,),>1 converge presque surement.
Montrer que (73,)n>1 converge presque surement, que P(liminf{|X,| < a}) = 1 puis que
Y on>1 P{[Xn| > a}) < +oo.

2. (a) Vérifier que, pour tout n > 1, Y, € L2. Montrer que lorsque les deux séries

YOEYAL Y V(Y

n>1 n>1
convergent dans R, (7},),>1 converge presque sirement.
(b) En déduire le théoreme suivant dit des trois séries : si les séries

> P{IXul > a}), D EN, ) V()

n>1 n>1 n>1
convergent dans R, alors (Sy,),>1 converge presque surement dans R.

e
_ ,—clt ;o arctanz __ 1 _=m
on a alors px(t) =€ I, Enfin, 111%7 =1 et, pour x > 0, arctan x + arctan - = 3.

Tr—

Rappels. X suit la loi de Cauchy de parametre ¢ > 0 si X a pour densité z — %

3. On suppose dans cette question que, pour tout n > 1, X, suit la loi de Cauchy de
parametre a,, > 0, avec anl ap < +00 ; on prend a = 1.

(a) Pour tout n > 1, calculer P({|X,| > 1}) et E[Y;] puis montrer que V(Y;) < 2au,.

(b) En déduire que (Sp)n>1 converge presque sirement vers une variable aléatoire réelle

S.

(c) Déterminer la loi de S.
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Exercice 2. Soit (Z,),>1 une suite de vecteurs aléatoires de R? indépendants et de
meéme loi ; 77 est de carré intégrable. Pour tout n > 1, X, et Y,, désignent les composantes
de Z,etonpose S, =X1+...+ X, T, =Y1+...4+Y,.

On note a = E[X7], 8 = E[Y1], et 02 = V(aY1 — 3X1) ; on suppose que a # 0, ¢ > 0.

1. (a) Montrer que (Sil { Sn?go}) , converge presque stirement vers o~ L.
n n>

(b) On pose R, = Eg—z g, 20y, T = g Montrer que la suite (Ry,),>1 converge presque
stirement vers 7.
(c) On pose @, = T"’—\/%S" ; montrer que (Qp)n>1 converge en loi vers une v.a.r. () dont

on précisera la loi.

2. (a) Mont (( o )) loi a ).
(a) Montrer que ( ( Qn s lisiror) ) converge en loi vers (Q e )

(b) En déduire que (y/n(R;, — 1)), converge en loi vers G dont on précisera la loi.
3. On suppose a présent que Z7 a pour densité (x,y) — e~ Y 1Ri (x) IRi(y —x).

(a) Déterminer la loi de X ainsi que celle de Y] 7
+o00
Rappel. Pour tout k > 1, / e dr = k!
0

(b) Soit ¢t > 0. Déterminer un réel 7 tel que

lim P < R.<r+— Q/t—éd
1 r—— T — = - e Z.
n—-+00 \/ﬁ "= \/ﬁ ™ Jo
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