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Module G12 : Correction de I’examen du 4 janvier 2005.

Exercice 1. 1. (a) Siw € liminf{|X,| < a}, il existe n, > 1 tel que, pour tout n > ny, | X, (w)| < a et
donc X, (w) =Y, (w). Par suite, Cs Nliminf{|X,| < a} = Cr Nliminf{|X,,| < a}.
Il reste & montrer que Cg C liminf{|X,| < a}. Or si w € Cs, nkrfoo Xn(w) =0 il existe n, > 1 tel que
pour tout n > ny, | X,(w)| <a:w €liminf{|X,| < a}.

(b) D’apres le lemme de Borel-Cantelli, P(lim sup{|X,,| > a}) = 0 et puisque (T,),>1 converge presque
strement, P(C%) = 0. Par conséquent,

P(CS) < P(limsup{|X,,| > a}) + B(C§) = 0 ;

(Sn)n>1 converge presque sirement.

(c) On a P(Cs) < min (P(Cr), P(liminf{|X,| < a}) < 1. Par suite, si P(Cg) = 1, alors P(Cr) =1 et
P(liminf{|X,| <a} =1.
Puisque les événements ({|X,| > a}),~; sont indépendants, le lemme de Borel-Cantelli implique que
P(limsup{|X,| > a}) = 1 — P(liminf{|X,| < a}) = 0 si et seulement si ), -, P(|X,| > a) < 4o0.

2. (a) Y, € L? puisqu’elle est bornée par a. Les variables aléatoires (Y,, — E[Y;]), -, sont indépendantes,
de carré intégrable (car bornées par 2a) et centrées. La série de terme général Y,, —E[Y,,] converge presque
stirement et dans L? vers une v.a.r. de carré intégrable puisque Y -, V(Y,,—E[Y,]) =Y, -, V(¥,,) < +o0.
Comme ) -, E[Y,] est convergente, (T},),>1 converge presque slirement.

(b) D’apres la question précédente, la convergence des deux derniéres séries entraine la convergence
presque sire de (T},),>1. Le résultat découle alors de la question 1.(b).

3. (a) On a, via = a,y,
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Clairement E[Y,,] =0 et,
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(b) Les séries de terme général E[Y,,] et V(Y,,) sont convergentes si > ., @, < +o0o. D’autre part,
arctan o, ~ ., puisque a,, — 0 : les séries de terme général positif «, et arctana, sont de méme
nature soit convergentes.

Le résultat 2.(b) montre que (S,),>1 converge presque stirement vers une v.a.r. S.

(c) Puisque (Sy),>1 converge presque strement vers S, (S,),>1 converge également en loi vers S.
En particulier, pour tout réel ¢, lim, 1 ¢s, (t) = @g(t). Or, les variables aléatoires (X,,)n>1 étant
indépendantes, on a, pour tout t € R,

5. (t) = H1<k<n px. (t) = H1<k:<n emoklil = ¢~ 2oies .

Donc pg, (t) — ¢s(t) =e Mt ot 0 < a =3, o, ag. S suit la loi de Cauchy de parametre a.

Exercice 2. 1.(a) Les variables aléatoires (X,,),>1 sont i.i.d. et intégrables. D’apres la loi forte des
grands nombres, (S,/n),>1 converge presque stirement vers « : il existe 0 € F tel que P(21) = 1 et
pour tout w € 4, S, (w)/n — a. Comme « # 0, pour tout w € Oy, il existe n,, € N* tel que, pour tout
n > Ny, Sn(w> # 0 et
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D’ou le résultat.

(b) D’apres la loi forte des grands nombres, (7),/n),>1 converge presque strement vers 4. D’apres la
question précédente, comme a # 0, (R,,),>1 converge presque strement vers 3/ca.

(c) On a @, = n~1/2 ZZ:l(YTL —1X,,) Les variables aléatoires (Y;, — rX,)n>1 sont ii.d., de carré
intégrable et E[Y1 — rX1] = 0. De plus, Q,, = v/n (L Yp_; (Vo — rX,) — E[Y1 — rX1]). D’apres le TCL,

la suite (Qn)n>1 converge en loi vers une v.a.r. G de loi N (0, 202) puisque V(Y] — rX;) = a %0

2. (a) Comme déja dit, la suite (Si 14 Sﬁgo}> _, converge presque stirement et donc en probabilité vers la
" n>1

constante a~ !, et (Q,)n>1 converge en loi vers . D’aprés le lemme de Slutsky, ((Qm Sﬂl{sn#)}))
2 n n>1

converge en loi vers (Q,a™!).

(b) Remarquons que, pour tout n > 1,
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La fonction (x,y) — zy de R? dans R étant continue, la suite de terme général Q,, <-14g, 20} converge
en loi vers G = Q/a d’apres la question précédente.

D’apres la question 1.(a) il existe Q1 € F tel que : P(21) = 1 et, pour tout w € Qy, il existe n, > 1 tel
que, pour tout n > ny, Sp(w) # 0 et donc —/nlyg, g} (w) = 0. La suite de terme général —r/nlg, —o
converge presque strement (donc en probabilité) vers la constante 0.

La continuité de I'application (z,y) — x+y de R? dans R et le lemme de Slusty impliquent la convergence
en loi de (v/n(Ry, — 1)), vers G = Q/a de loi N (0,a~*0?).

3. (a) Si f est une fonction mesurable et positive, on a via le théoréme de Tonelli,
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X1 suit la loi exponentielle de parametre 1. De méme,
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Y7 suit la loi gamma de parametre (1,1).
(b) D’apres le rappel, nous avons E[X;] = V(X;) = 1 et E[Y;] = V(Y;) = 2. 1l reste & déterminer
Cov(X1,Y7). On a,

E[X1Y1] =/

y=0

+oo Yy 1 +oo
ye_y/ zdrdy = 5/ vPeVdy=3, Cov(X;,V])=1.
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Par conséquent, a =1, 6 =2, r =2 et
o? =V(aY; — BX1) = ® V(Y1) + B2 V(X1) — 228 Cov(Xy,Y7) = 2.

Par continuité de I'application x — a2z /0, la suite de terme général o\/n(R,, — r)/o converge en loi
vers U de loi N(0,1). Soit ¢ > 0. Puisque la fonction de répartition, ®, de U est continue sur R,

P(r—;\;ﬁ<Rn§r+;\;ﬁ) :IP(—t<\/ﬁO;2(Rn—r)§t) — B(t) — B(—1).
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On prend donc 7 = to/a? soit T = t\/2 puisque ®(t) — &(—t) = \/7/ e” 7 dx.
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