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Exercice 1. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et iden-
tiquement distribuées, de carré intégrable ; on note m = E[X1], σ2 = V(X1) > 0.

Pour tout n ≥ 1, on pose

Sn = X1 + . . . + Xn, Mn =
Sn

n
, Tn =

√
n

(
Sn

n
−m

)
.

1. (a) Justifier brièvement la convergence en loi de la suite (Tn)n≥1 et préciser la limite.
(b) Montrer que la suite (Mn + m)n≥1 converge presque sûrement vers 2m.
(c) En déduire que la suite (

√
n (M2

n −m2))n≥1 converge en loi vers une variable aléa-
toire dont on précisera la loi.
2. Soit f : R −→ R une fonction dérivable au point m.

(a) Justifier l’écriture

f(Mn) = f(m) + (Mn −m) f ′(m) + (Mn −m) ε(Mn −m), où lim
x→0

ε(x) = 0.

(b) Montrer que la suite (
√

n(Mn −m) ε(Mn −m))n≥1 converge en probabilité vers 0.
(c) En déduire que la suite (

√
n (f(Mn)− f(m)))n≥1 converge en loi vers une variable

aléatoire dont on précisera la loi. Retrouve-t-on le résultat de la question 1. (c) ?
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Exercice 2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires positives, indépendantes et
identiquement distribuées. Pour n ≥ 1, Sn = X1 + . . . + Xn et on pose S0 = 0. On note
λ = E[X1] et on suppose que λ ∈]0, +∞].

On définit, pour tout t ≥ 0,

Nt = sup{n ∈ N : Sn ≤ t} ∈ [0, +∞].

1. En utilisant la loi des grands nombres, montrer que limn→+∞ Sn = +∞ presque sûre-
ment. En déduire que, presque sûrement, Nt < +∞ pour tout t ≥ 0.
2. (a) Montrer que P(X1 > 0) > 0 et en déduire qu’il existe α > 0 tel que P(X1 > α) > 0.

(b) Soient t ≥ 0 et k ∈ N∗ tels que kα > t. Établir que

P(Sk > t) ≥ P(Sk > kα) ≥ P(X1 > α)k.

puis que, pour tout entier n ≥ 1,

P(Snk ≤ t) ≤ P
(
Sk ≤ t, S2k − Sk ≤ t, . . . , Snk − S(n−1)k ≤ t

)
≤ P(Sk ≤ t)n.

(c) En remarquant que, pour tous n ∈ N, t ≥ 0, {Nt ≥ n} = {Sn ≤ t}, montrer que
Nt est intégrable pour tout t ≥ 0.
3. (a) Montrer que, presque sûrement, limt→+∞Nt = +∞ et en déduire que

presque sûrement, lim
t→+∞

SNt

Nt
= λ.

(b) En remarquant que SNt ≤ t ≤ SNt+1, montrer que limt→+∞
Nt
t = 1

λ presque sûre-
ment.
4. On suppose désormais que X1 est intégrable.

(a) Montrer que Xn et 1Nt+1≥n sont indépendantes et en déduire que

E [SNt+1] = E
[∑

n≥1
Xn 1Nt+1≥n

]
= E[X1] E[Nt + 1],

puis que lim inft→+∞
E[Nt]

t ≥ 1
λ .

(b) On suppose dans cette question qu’il existe a ≥ 0 tel que, pour tout n ≥ 1, Xn ≤ a.
Montrer que lim supt→+∞

E[Nt]
t ≤ 1

λ .
(c) Établir que lim supt→+∞

E[Nt]
t ≤ 1

λ dans le cas général. Indic. : on pourra introduire
les variables min(Xn, a).

(d) En déduire que limt→+∞
E[Nt]

t = 1
λ .
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