UFR MATHEMATIQUES Master 1 année
UNIVERSITE RENNES I Année 2005/2006

Module G12 : Correction rapide de ’examen.

Exercice 1. 1. (a) Les variables (X,,),>1 sont i.i.d. et de carré intégrable; d’apres le TCL la
suite (1},)n>1 converge en loi vers G de loi N(0,0?).

(b) D’apres la loi forte des grands nombres, (M,),>1 converge presque strement vers m. Le
résultat s’en suit immédiatement.

(¢) On a, pour tout n > 1, \/n (M2 —m?) = T, x (My,, + m). (Tp)n>1 converge en loi vers
N(0,0?%) et (M, + m),>1 converge presque stirement donc en probabilité vers la constante 2m.
D’apres le lemme de Slutsky la suite ((75,, M,, + m)),,~, converge en loi vers (G,2m) et la conti-
nuité de I'application (z,y) — xy implique la convergence en loi de la suite (75, (M, +m)),;~;
vers 2m G de loi N'(0,4m?02) si m # 0 , et nulle si m = 0.

2. (a) La fonction f est dérivable au point m, elle posséde donc un développement limité a I'ordre
1 en ce point.
(b) La suite (¢(M;, —m)),~; converge presque siirement et par conséquent en probabilité vers

la constante 0. Comme (7},),>1 converge en loi vers G, le lemme de Slutsky donne la convergence
en loi de la suite (Ty,e(M,, —m)),,~, vers 0; puisque la variable limite est constante, la convergence
a lieu également en probabilité.

(c) Par continuité de l'application x +—— f’(m)z, la suite (T, f'(m)),,>, converge en loi vers
f/(m) G qui est de loi N (0, (f'(m))? 02) si f'(m) # 0, nulle sinon. Le lemme de Slutsky donne
la convergence en loi vers (f'(m)G,0) de la suite (T, f'(m), Te(My —m))),>,- L'application

(z,y) — z +y étant continue, (\/n(f(My) — f(m))),>; converge en loi vers f'(m)G.

On retrouve bien évidemment le résultat de la question 1. (c) en prenant f(z) = x2.

Exercice 2. 1. Les variables (X,,),>1 sont i.i.d. et positives. Si A €]0,4o00[, X est intégrable et
on peut appliquer la loi forte des grands nombres : %" — A p.s. Comme X\ >0, S,, — 400 p.s.
Si A = 400, Sp/n converge presque siirement vers +o0o et S, aussi.

Lorsque limy, o0 Sp(w) = 400, pour tout ¢ > 0, il existe n € N tel que Spy1(w) > t -
N¢(w) < n. Donc p.s., pour tout ¢ > 0, N; < 4o0.

2. (a) Si Xj est nulle p.s. alors E[X;] = 0. Or A > 0 donc X, étant positive, P(X; > 0) > 0. De
plus, {Xl > 0} = Up>0 {Xl > 2—n} et

0<P(X1>0)<> P(X;>27") ;

n>0

il existe n € N tel que P(X; > 27") > 0 et il suffit de poser a = 27",
(b) {X1 >a}n...n{Xk > a} C {Sk > ka} et puisque ka > t, les variables (X,,)n>1 étant
iid.,
P(S > t) > P(Sk > ka) > P(X1 > a)*.

Soit n > 1; comme les variables (X,,),>1 sont positives,

{SnkSt}:{skSt}ﬁ...{snk§t}C{SkSt}ﬂ{SQk—SkSt}ﬁ...ﬂ{snk—S(nfl)kSt},

1



et puisque les variables Sk, Sar, — Sk, - .., Suk — Sn—1)r sont i.i.d. P(Sp, <t) <P(S < 1)".
(c) Soit t > 0. Posons k = [t/a] + 1 de sorte que ka > t. Pour tout n > 1,

P(N; > kn) = P(Spi < t) <P(S), < )" ;

or P(S), <t) <1 —-P(X; > a)f < 1et PN, > kn) < +oo. Ny/k est intégrable et par
conséquent NV; 'est aussi.

3. (a) Pour tout w € Q, Ny(w) > n deés que t > Sy (w). Dot limy— 4 o0 Ni(w) = +00 p.s.

D’apres la loi forte des grands nombres (ou un corollaire pour les v.a. positives non-intégrables),
les v.a. (X;,)n>1 étant i.i.d. positives, il existe ; € F tel que P(21) =1 et S, (w)/n — A pour
tout w € Q1. De plus, il existe Qs € F tel que P(23) =1 et Ny(w) — 400 si t — 400 pour tout
w € Q.

On a alors P(21 N Q) = 1 et pour tout w € Q1 N Qo limy_, 4 Sj\j’\tfi?zu()w) = A. Donc p.s.

. S
lime o0 J- = A
(b) Par définition on a Sy, <t < Sn,+1 et par suite si Ny # 0,

M<i< Sn,+1 Ny +1
Ny = Ny~ Ny+1 Ny

et comme N; — +00 presque stirement on obtient limy_, 4~ N% = A p.s.

4. (a) D’apres ce qui précede, {N; +1 > n} = {S,_1 < t}. Cet événement appartient a la tribu
o(Xi,...,Xp—1) qui est indépendante de la tribu engendrée par X,, puisque les variables (X% )x>1
sont indépendantes.

Par définition, nous avons,

Nit1
S = Y Xe =Y Xiln, i1k,
k=1

k>1

et d’apres la remarque précédente, comme les variables (Xj)r>1 sont positives et identiquement
distribuées,

E[Sn+1] =Y E[Xplyssk] =E[X1] D P(N;+1>k) =E[X1] Y PN, +1> k).
E>1 E>1 k>0

Remarquons que puisque N; + 1 est une variable entiére E[Ny + 1] = >, o P(N; + 1 > k) ce qui
donne la relation demandée. a

Finalement, Sn,4+1 > t p.s. et donc E[X;]E[N; + 1] > t; par conséquent E[N;] > /A — 1 et

(b) Remarquons a présent que Sy,+1 = Sn, + Xn,4+1 < t + a; par suite, A\E[N; +1] < t+a
d’ott 'on déduit immédiatement que limsup, , o E[N¢]/t < 1/

(c) Soit @ € N*. Notons S¢ = min(X1,a) + ...+ min(X,,a) et NF = sup{n € N: S? <t}
On a0 < A\ := E[min(Xy,a)] < 400. On a limsup,_,, E[N?] /t < 1/A* d’apres la question
précédente. Or, pour tout n € N*, S < 5, et par conséquent, pour tout ¢ > 0, N; < N{. Donc
limsup;_, o E[V¢]/t < 1/X% D’autre part, par convergence monotone lim, 4o A* = A d’ott 'on
déduit que limsup,_, o E[N¢]/t < 1/A.

(d) 11 résulte des questions 4. (a) et (c¢) que limy— oo E[N¢]/t = 1/A.



