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Exercice 1. Soit (Un)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi uniforme sur [0, 1] ; U1 a pour densité x !−→ 1[0,1](x) et pour fonction
de répartition F (t) = t1[0,1[(t) + 1[1,+∞[(t).
1. On note, pour tout n ≥ 1,

Yn = (Un)n, Vn = sup {Yk : 1 ≤ k ≤ n} , Wn = sup {Y2k : 1 ≤ k ≤ n} , hn =
n∑

k=1

1
k

et V = sup {Yk : k ≥ 1}, W = sup {Y2k : k ≥ 1}. On rappelle que hn ∼ lnn.
(a) Déterminer, pour tout n ≥ 1, la fonction de répartition Fn de Yn.
(b) Calculer, pour tout n ≥ 1, les fonctions de répartition, Hn et Gn, de Vn et Wn.
(c) Soit t un réel. Comparer les événements {V ≤ t} et ∩n≥1{Vn ≤ t}.
En déduire que V = 1 presque sûrement.
(d) Montrer que W suit la loi uniforme sur [0, 1].
(e) Montrer que la suite de terme général (1 − Vn) lnn converge en loi vers T de loi

exponentielle de paramètre 1.
2. Soit ψ : [0, 1] −→ [0, 1] une fonction borélienne. On note

I =
∫ 1

0
ψ(x) dx, Xn = 1{U2n−1<ψ(U2n)} =





1, si U2n−1 < ψ(U2n)
0, sinon

, n ≥ 1.

(a) Montrer que la suite de terme général

In = 1
n

(ψ(U1) + . . .+ ψ(Un))

converge presque sûrement et préciser sa limite.
(b) Montrer que les variables (Xn)n≥1 sont indépendantes et identiquement distribuées.
(c) Déterminer la loi de X1 et en déduire que la suite de terme général

Xn = 1
n

(X1 + . . .+Xn)

converge presque sûrement ; préciser la limite.
(d) Comparer V(ψ(U1)) et V(X1). Quelle approximation de I vous semble la meilleure ?

1 T.S.V.P.



Exercice 2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identi-
quement distribuées, de carré intégrable telle que E[X1] = 0, V(X1) = 1. On note, pour tout
n ≥ 1,

Yn = 1√
n

n∑

k=1
Xk, Zn = 1√

n

2n∑

k=1
Xk

et on désigne par ψn la fonction caractéristique de Yn et par ϕ celle de X1.
1. Justifier la convergence en loi de la suite (Yn)n≥1 vers une variable aléatoire Y dont on
précisera la loi.
2. (a) Exprimer la fonction caractéristique de Zn−Yn à l’aide de ψn. Que vaut ψn en fonction
de ϕ ?

(b) Montrer que la suite de terme général (Yn, Zn − Yn) converge en loi vers (Y,G) où Y
et G sont indépendantes et identiquement distribuées.

(c) En déduire que ((Yn, Zn))n≥1 converge en loi vers (Y, Z) dont on explicitera la loi.

Exercice 3. Soit (Yn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans
[0,+∞[. On note, pour tout n ≥ 1, Zn = Yn

1+Yn et on désigne par A l’événement

A =
{
ω ∈ Ω :

∑
k≥1 Yk(ω) < +∞

}
.

On considère également (cn)n≥1 une suite de réels positifs et (Xn)n≥1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées à valeurs dans [0,+∞[ telle que X1 a
pour densité x !−→ 1

x2 1x≥1 ; on note B l’événement

B =
{
ω ∈ Ω :

∑
k≥1 ckXk(ω) < +∞

}
.

1. Quelles valeurs peuvent prendre P(A) et P(B) ?
2. (a) Calculer, pour tout k ≥ 1, P(ckXk ≥ 1).

(b) En déduire que si ∑k≥1 ck = +∞, P (lim sup{cnXn ≥ 1}) = 1 et P(B) = 0.
3. (a) Montrer que si ∑k≥1 E[Zk] < +∞ alors P(A) = 1.

(b) Montrer que si ∑k≥1 E[Zk] = +∞, la suite de terme général
∑n
k=1 Zk∑n
k=1 E[Zk]

converge vers 1 dans L2.
En déduire que dans ce cas P(A) = 0.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que P(B) = 1.
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