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Exercice 1. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi gaussienne N (0, 1) ; X1 a pour densité x !−→ 1√

2πe
−x2/2.

1. Calculer, pour s ∈ R, E
[
esX1
]
.

2. Montrer que la suite de terme général

Yn =
∑n
k=1X

2
k∑n

k=1 e
Xk

converge presque sûrement et préciser sa limite.

Exercice 2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la loi de Bernoulli de paramètre 1/2 : P(X1 = 1) = P(X1 = 0) = 1/2.
On pose, pour n ≥ 1,

Un =
n∑

k=1

Xk
2k .

1. Soit ϕ la fonction caractéristique de X1. Montrer que

∀t '= 0 (2π), ϕ(t) = eit/2 cos(t/2) = 1
2e
it/2 sin t

sin(t/2) .

2. Montrer que la suite (Un)n≥1 converge en loi vers une variable aléatoire U de loi uniforme
sur [0, 1].

Exercice 3. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de carré intégrable et centrées ; on note σ2 = E[X2

1 ] et on suppose σ2 > 0. On
considère d’autre part une suite de variables aléatoires (Yn)n≥1 telle que,

∀n ≥ 1, P(Yn = 0) = 1− 1
n2 .

1. On pose, pour tout n ≥ 1, Tn = ∑1≤k≤n Yk.
(a) Montrer que P(lim sup{Yn '= 0}) = 0.
(b) En déduire que supn≥1 |Tn| < +∞ presque sûrement.

2. Montrer que la suite de terme général 1√
n

∑
1≤k≤n(Xk+Yk) converge en loi vers une variable

aléatoire Z dont on précisera la loi.
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Exercice 4. Les deux questions sont indépendantes.
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

suivant la loi de Poisson de paramètre λ > 0 :

∀k ∈ N, P(X1 = k) = e−λ λ
k

k! .

On note G la fonction génératrice de X1 :

∀|z| ≤ 1, G(z) = E
[
zX1
]

= eλ(z−1).

1. (a) Calculer, pour tout n ≥ 0, la fonction génératrice de Sn = ∑nk=0Xk+2 et préciser la
loi de Sn.

(b) Exprimer à l’aide de G la fonction génératrice de la variable aléatoire S définie par

∀ω ∈ Ω, S(ω) =
X1(ω)∑

k=0
Xk+2(ω).

2. On considère, pour n ≥ 1, Yn = ∏1≤k≤nXk.
(a) Calculer, pour n ≥ 1, P(Yn '= 0).
(b) En remarquant que, pour 0 < ε < 1, P(|Yn| > ε) = P(Yn '= 0), montrer que la suite

(Yn)n≥1 converge en probabilité vers 0.
(c) La convergence a-t-elle lieu presque sûrement ?
(d) La convergence a t-elle lieu dans L1 ?
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