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G12 : Correction rapide de ’examen.

Exercice 1. 1. (a) Soit n € N*. On a P(U,, €]0,1[) = 1. Par conséquent, P(Y,, €]0,1]) = 1 et
F,.(t) = 0 pour tout t <0, F,,(t) = 1 pour t > 1. Si t €]0, 1[, comme les (U, ),>1 sont identiquement
distribuées,

Fo(t) =P (U] <t) =P (Uy < £1/7) = ¢/m.

(b) Soient n € N* et ¢t € R. Puisque les variables (U,),>1 sont indépendantes les (Y,)n>1 le
sont aussi et

H,(t)=P(V, <t)=P(Y1 <t,...,Y, <t)=Fi(t)... Fu(t) ;
en particulier, pour 0 < t < 1, H,(t) = tt'/2 .. . t}/" = thn et H, (t) = t'» Ljo,1((t) + 11 400( ()
De la méme maniere, G, (t) = Fa(t)Fy(t) ... Fon(t). Comme 1/2 +1/4+ ... +1/2" =1-27",
on a Gp(t) =t'727" pour 0 < t < 1 et finalement G, (t) = t'=27" Lio,1((t) + 11 400( (1)

(c) Puisque V = sup,,»1 Vy, on a {V <t} = Ny>1{Vy, < t}. Pour tout n > 1, Vi, < Vyq et
donc {V,41 <t} C {V, < t}. Par conséquent, comme lim,,_, o h, = +00, pour tout réel ¢,

P(V <t)= lim Hy(t) = 1y oo(t).

n—-+o0o

Par suite, P(V =1) = 1.

(d) De la méme maniére, P(W < t) = limy,— 400 Gp(t) = F(t). W suit la loi uniforme sur [0, 1]
puisque deux variables aléatoires ayant méme fonction de répartition sont égales en loi.

(e) Soit t € R. On a, pour n > 2, comme H,, est continue,

t t t
P(lnn(l—Vn)gt):IP(Vn21—>:]P’(Vn>1—>:1—Hn<1—>.
Inn Inn Inn
Sit <0, pour tout n > 2,1 — H,(1—-=) =0.Si¢ >0 pourn >e,0<1—p <1et
H,(1-:5) = (1= &) = " (5%). Comme hy ~ Inn, limy, o Hy (1— o) = et pour

t > 0. Finalement, pour tout réel ¢,

lim P(lnn(l—-V,) <t)=P(T <t);

n—-+00

(Inn(1l —V4)), >, converge en loi vers T'.

2. (a) Les variables aléatoires (¥(U,)),>; sont ii.d. puisque les (Up)n>1 le sont. D’autre part,
¥ (Uy) est intégrable puisque 0 < ¢(U;) < 1. La loi forte des grands nombres assure la convergence
presque stire de la suite (I,),>1 vers E [0(Uy)] = I puisque Uj suit la loi uniforme sur [0, 1].

(b) Notons h la fonction borélienne de R? dans R h(z,y) = 1,4, de sorte que, pour tout
n > 1, X,, = h(Uap—1,Usy,). Puisque les ensembles I,, = {2n—1,2n}, n > 1, forment une partition de
N*, I'indépendance des variables (Uy,),>1 entraine I'indépendance des tribus o(Usz,—1, Uap), n > 1.
Comme, pour tout n > 1, X,, = h(Uzp—1,Uszp) est o(Uzp—1,Usp)-mesurable, les variables (X,,),>1
sont indépendantes. D’autre part, comme les (Up>1) sont i.i.d., pour tout n > 1, (Uz,—1,Uzp) a
pour densité (z,y) — 1 1)(x) 1j0,1)(y). Par conséquent, les (X;,)n>1 sont identiquement distribuées
suivant la loi de X = h(U, Us).



(c) Xi suit une loi de Bernoulli puisqu’elle est & valeurs dans {0, 1}. De plus, par Tonelli,

P(X; = 1) = P(Usn_1 < (Usy)) / / Ly cy(y) drdy = / ( / Locyiy d:c) / e

Les (X, )n>1 sont donc i.i.d. suivant la loi B(I).

En particulier, X7 est intégrable et la loi forte des grands nombres donne la convergence presque
stire de (Yn> vers E[X;] = I.
n>1

3. Les variables aléatoires 1(Uy) et X7 sont bornées donc de carré intégrable. Puisque U; suit la
loi uniforme sur [0,1] et X; la loi de Bernoulli de parametre I on a

:/lwz(a:)d:c—lz, et V(Xp)=1-T1°
0

Comme 9 est a valeurs dans [0, 1], V(1(U1)) < V(X1).

Les variables aléatoires (¢(Up))n>1 sont i.i.d. et de carré intégrable; il en est de méme des
variables (X,,)n>1. Si € > 0, I'inégalité de Tchebycheff donne

P(|I, — I| >¢) < Vi) _ V) = p (’Yn - I‘ >e) <

V(X1)
g2 ne? '

2

ne

Au vue de ces majorations, il vaut mieux choisir la suite (I,,),>1 pour approcher I.
D’autre part, le TCL donne pour tout ¢ > 0, notant o = /V(¢(U1)) et o' = /V(X1),

nETooPOI”_I' > jﬁ) =ngr+nooP<{f (I — 1| > \%) =2 (1—‘1’ (\%))

ot d(t) = [* e="/2dx //27, de méme que

et )= (- ) a1 +(5)

Comme o < o’ et ® est croissante, 2(1 — ®(t/\/0)) < 2(1 — ®(t/\/o')). 1l vaux mieux choisir I,
puisque la probabilité pour que I,, s’écarte de I de t/+/n est plus petite que celle pour que X,, dévie
de I de la méme quantité pour n assez grand.

Exercice 2. 1. Les variables aléatoires (X,)p>1 étant i.i.d. et de carré intégrable, le théoreme
limite central implique la convergence en loi de (Y,)n>1 vers Y de loi N(0,1) puisque X; est
centrée et de variance 1.

2. (a) Pour tout n > 1, (X1,...,Xp) et (Xp41,-- Xgn) sont indépendantes et identiquement
distribuées suivant P§". Y, = nY2S0 Xy et Z, — Y, =n"Y27 1 X sont également i.i.d.
et possedent en particulier la méme fonction Caractérlsthue Un.

D’autre part, les (X,,),>1 étant i.i.d., pour tout réel ¢,
_ itXy//n]| i itXy/\/n _d itX1/v/n
Yn(t) =E [ngkgne . } - ngkgnE[ . ] o [ Y } Pt/ V)"
(b) Comme déja dit, Y, et Z,, — Y}, sont i.i.d. Par suite, si s et ¢ sont deux réels,
E {eisYnJrit(anYn)} ) [eisYn} E [eit(anYn)} = P (8)¥n(t)

2



D’apres le théoreme de Paul Lévy, pour tout réel ¢, 1, (t) — e=t/2, puisque (Yy)n>1 converge en
loi vers Y de loi N'(0,1). Par conséquent,

lim E [eisy’ﬁit(zn_yn)] = o2 /2,—12/2 _ —(s2+42)/2
n—-+00

qui est la fonction caractéristique de la loi N (0, I2) c’est & dire la loi de (Y, G) ou (Y, G) sont i.i.d.
suivant la loi A(0, 1). Via le théoréme de Paul Lévy, (Y, Z, — Yy)),,>; converge en loi vers (Y, G)

i.i.d. suivant la loi (0, 1).
Y.\ Y, (10

(¢) Observons que
Comme un endomorphsime de R? est continu, la suite de terme général (Y, Z,)* converge en loi
vers (Y, Z)* = A(Y, G)*. Puisque (Y, G) suit la loi N (0, I5), (Y, Z) est une vecteur gaussien centré

de matrice de covariance
« (11
)

Exercice 3. 1. A est un événement asymptotique de la suite (Y,)n>1 puisque, pour tout r > 1,
A={weQ:3s, Yi(w) < +oo}. Comme les variables (Y;,),>1 sont indépendantes, il résulte de
la loi du tout rien de Kolmogorov que P(A) = 0 ou 1. De méme pour P(B).

2. (a) Soit k € N*. On a, si ¢ > 0,
T dx 1

Plep X > 1) =P(X > 1/c :/ — = ——— =min(1, ¢g).
(k’ k= ) ( k= /k) V1 e 22 max(l,l/ck) ( k)

Cette formule est encore valable pour ¢ = 0.

(b) Si > p>q ¢k = +o0 alors Y~ min(cg, 1) = +o00. Comme les événements ({c, X,, > 1}),54
sont indépendants, P (lim sup{c,X,, > 1}) = 1 d’aprés le lemme de Borel-Cantelli. Si w appartient
a limsup{c, X,, > 1}, il existe une infinité de n tels que ¢, X, (w) > 1 et Y 1oq xXp(w) = 400
puisque les variables aléatoires (X,,),>1 sont positives. Par conséquent, P(B¢) = 1 et P(B) = 0.

3. (a) Puisque les variables (Z,),>1 sont positives

Zkzzl E[Zy] =E [Zkzl Z’“}

Si > g>1 E[Zk] < +o00, alors 37~ Zj est une variable intégrable (tout est positif) donc finie p.s.
Soit w € Q tel que > ;51 Zi(w) < +00. On a limg 4 o0 Zi(w) = 0 et Yi(w) = l_Z’“ZE:EL) ~ Zp(w). La
série a terme positif -4, Yi(w) est donc convergente. D’ott P(A) = 1.

(b) Supposons que } - E[Z;] = +00. Les variables aléatoires (Y,),>1 étant indépendantes, il
en va de méme des variables (Z,),>1 qui sont de carré intégrable puisque bornées par 1 et

i V(CickenZh)  Sienen V(Zi)

(ZlngnE[ZkDQ (ZlgkgnE[Zk])z'

E

2 i<k<n Zk
> 1<k<n E[Zk]

Remarquons que, pour tout k > 1, 0 < Z; < 1 et donc que V(Z;,) < E[Z2] < E[Z]. Par suite,

Z
E{ Zlgkgn k _1

Zlgkgn E[Zk]

2] < (Zlgk;gnE[Zk} 1

ZlSkSnE[Zk])Q - P 1<k<n E[Zk] -
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ce qui donne la convergence dans L? requise.

En particulier, il existe une sous-suite qui converge presque siirement vers 1. Si on désigne par
(nr)Tzl cette sous-suite, on a, presque siirement, lorsque r — 400,

ZZk,_ZIEZk %’f 12 — +o0.

Par conséquent, 3"y~ Z = +00 presque slirement. Comme z est équivalent a x/(1+x) au voisinage
de 0, les séries > p~q Zi et Y >y Yy sont de méme nature. Par conséquent, P(A°) =1 et P(A) = 0.

ck Xk
cp Xp+1

cp Xy T 1 +oo Ccr
Xk +1 1 (gpx+1)x 1 (g + Dz

Si ¢, = 0, on obtient 0. Si ¢, > 0, on a

4. D’apres les questions précédentes, > ;-1 E [ } < 400 est équivalent a P(B) = 1. On a

—+00

cpX
ROk = —cg In(cg)+cx In(14c¢).

X+ 1

2
Cl —Cp Cl
_ % o E
(ckxr+ 1)z cpx+ 1+ c [

] = [—ck In(cg + %)

1

On a donc P(B) = 1 si et seulement si >, ¢ In(1 + 1/cx) < +00 soit encore

P(B)=1 <« E:I_l c, =0 et ch|lnck|<—|—oo
k>1



