‘1. Classes de parties d’un ensemble. ‘

1. 1. Dans P(R), soit J la famille formée des intervalles |a, b] ouverts a gauche et fermés a droite
et des demi-droites | — 00, a] ou Ja,+oo[ (ou a,b € R, a < b) et soit B(R) la tribu sur R engendrée
par la famille des ouverts. Montrer que B(R) = o (7).

1. 2. Soit J» la famille des rectangles de R? de la forme I x I ot I, Iy € J [voirl.1] et P la
famille des pavés mesurables de R? (c. & d. des produits A; x Ay olt A; et Ay appartiennent &
B(R)).

Montrer que J> engendre B(R?).

Que peut-on dire de P ?

Méme question pour la famille des pavés mesurables de R?, d € N,d > 2.

Méme question pour la famille C des cylindres de RY. Comparer o(C), B(RY) et la tribu produit
des tribus B(R).

1. 3. Soit P = {A;,....A,} une partition finie d’un ensemble E et S = {(), E} U P.

Montrer que la tribu engendrée par S est égale a ’ensemble des parties A de E de la forme A = |J A;
el
ou I est un sous-ensemble de {1,...,p}.

1. 4. Soit © un ensemble non dénombrable, et A = {A C Q| A ou A€ est dénombrable}.
1. Montrer que A est une tribu.
2. Montrer que A = o({{w}|w € Q}).

3. Pour tout A appartenant a A, on pose P(A) = 0 si A est dénombrable et P(A) =1 si A€ est
dénombrable. Montrer que P définit une probabilité sur (2, A).

1. 5. Soit P = {A;,1 < i} une partition dénombrable d’un ensemble E et soit D = {0, E} J P.
Quelle est la tribu engendrée par P ?

1. 6. Soit (22, F) un espace probabilisable, et A C Q tel que A ¢ F.
Montrer que la tribu engendrée par F et A est 'ensemble des parties B de §2 de la forme
B=(FNA)U(F'NA) ou F,F' € F.

1. 7. Montrer a partir d'un contre-exemple simple, que la réunion de deux tribus n’est pas en
général une tribu.
Meéme question pour la réunion dénombrable d’une suite croissante de tribus.

1. 8. Théoréme des classes monotones (version ensembliste)
Une algebre de Boole de parties de E est un sous-ensemble A de P(E) qui vérifie :

1. A contient E et (;
2. A est stable par intersection finie et par réunion finie;

3. A est stable par passage au complémentaire : Si A € 7, A¢ € A.



On se propose de montrer le théoreme suivant : ” La classe monotone engendrée par une algebre de
Boole est égale a la tribu engendrée par cette algebre.”

1. Montrer que l'intersection d’une famille de classes monotones est une classe monotone.

2. Soit A une algebre de Boole de parties d'un ensemble E; montrer que si A est une classe
monotone alors A est une tribu.

3. Soit A une algebre de Boole de parties de F, et M la classe monotone engendrée par A.
(a) Soit C = {A € M|A° € M}. Montrer que C est une classe monotone qui contient A.

En déduire que M est stable par passage au complémentaire.

(b) Soit A € M. On note D(A) = {B € M|AUB € M}. En considérant d’abord le cas ou
A € A, montrer que D(A) = M.

(c) En déduire que M est une algebre de Boole.

4. Déduire de ce qui précede le théoreme des classes monotones.

1. 9. Théoréme de Dynkin. Soit C un w-systeme de parties d’'un ensemble €2, qui contient €.
On se propose de montrer le théoréme suivant : ”La plus petite classe de parties de £ qui contient
C et est stable par passage au complémentaire et par réunion dénombrable disjointe est égale a la
tribu engendrée par C.”

On note L ’ensemble des classes de parties de €2 qui contiennent C et qui sont stables par passage
au complémentaire et par réunion dénombrable disjointe.

1. Montrer que 'intersection £ des éléments de L est le plus petit élément de IL et est contenue

dans o(C).
2. Montrer que si L est stable par intersection finie, £ est une tribu.

3. (a) Soit A € L. On note D(A) = {B € L|AN B € L}. Montrer que D(A) est une famille

stable par réunion dénombrable disjointe et par passage au complémentaire.

(b) En considérant d’abord le cas ou A € C, montrer que D(A) = L.

4. Déduire le théoreme de Dynkin de ce qui précede.

1. 10. Montrer que deux probabilités définies sur B(R) et égales sur J (voir [1.1.]), sont égales
sur B(R). (Utiliser [1.8.] ou [1.9.])

‘2. Limites supérieures et inférieures. ‘

2. 1. Soit (A,) une suite de parties de .

1. Montrer que limsup A,, est 'ensemble des éléments de € qui appartiennent & A, pour une
n
infinité d’indices n (en abrégé limsup 4,, = {w € Q|w € A, p.p.n}). Montrer que liminf A,
n n

est '’ensemble des éléments de € qui appartiennent & A,, pour tous les indices n, sauf peut-étre
un nombre fini d’entre eux.



[

2. Montrer que (limsup A, )¢ = liminf (4,)°.

n

3. Comparer les ensembles lim inf A,, et lim sup A,,.
n n

4. Montrer que Ljimgup 4, = limsup 1 4,,.
n n

2. 2. Soit (X,,) une suite de v. a. r. définies sur un méme espace probabilisable (2, F).

1. Comparer les ensembles {limsup X, > 1}, limsup{X, > 1}, {limsupX, > 1} et
n n n
limsup{X,, > 1}.
n

2. Méme question pour {liminf X,, > 1}, liminf{X,, > 1}, {liminf X, > 1} et liminf{X,, > 1}.
n n n n

‘3. Mesures et probabilités. ‘

3. 1. Soit un espace probabilisé (2, F,P). Soit une suite (E,) d’événements de F. Montrer que
l'on a :
P(liminf E,,) < liminf P(E,,)
n n
P(limsup E,,) > limsup P(E,,).
n n

3. 2. Mesures invariantes par une transformation.

Soit T : [0,1] — [0,1] la transformation donnée par :

T(z)=2rsi0<z<1i

T(x)=2z—1si<z<1

Montrer que la mesure de Lebesgue A sur ([0,1], B(]0,1])) est invariante par T' (c’est-a-dire que
Iimage de A par T est égale & A. On peut utiliser I'exercice [1.10.])

3. 3. Tribu complétée. Soit (2, F,[P) un espace probabilisé. On dit qu'une partie N de Q est
P-négligeable 8'il existe B € F tel que N C B et P(B) = 0. Soit N I'ensemble des parties P-
négligeables de Q. On dit que la tribu F est compléte pour P lorsque F contient N.

1. Donner un exemple ou F est complete pour P et un exemple ou elle ne I'est pas.
2. Soit F={ACQ|A=FUNouFecFetNecN}

(a) Montrer que F est une tribu sur €.
ot A € _; soit F) cF et N, € telsque A = FUN = U N'. Montrer que
b) Soit A € F F,F' € Fet NN € N tel A=FUN=F UN.M
P(F)=P(FNF')=PF).
(c) En déduire qu’on peut définir une probabilité P sur F en posant P(A) = P(F) pour
Ae F,A=FUN,Fe F,N e N.

(d) Montrer que F est complete pour P. On dit alors que F est la tribu complétée de F pour
P.



3. 4. Probabilités réguliéres. On consideére une probabilité P sur I’espace mesurable (R, B(R)).

1. Montrer que la probabilité P est réguliére, c’est a dire telle que pour tout A élément de B(R),
pour tout € > 0, il existe un ouvert O, et un fermé F, tels que 'on ait : F, C A C O, et
P(Oe\ Fe) <.

(On pourra montrer que la famille des ensembles boréliens possédant cette propriété est une
tribu qui contient les intervalles ouverts de R).

2. Plus généralement, montrer que la famille des parties de R possédant cette propriété est une
tribu, puis que c’est la tribu complétée de B(R) pour P.

3. 5. Probabilités sur(R, B(R)), suite.
Montrer que toute probabilité sur (R, B(R)) possede les propriétés suivantes :

1. (Tension) Pour tout € > 0, il existe un compact K, de R tel que : P(K.) > 1 —e.

2. Pour tout borélien A de R et tout € > 0, il existe un compact K inclus dans A et tel que
P(A\ K) <e.

‘4. Fonctions de répartition.

4. 1. Pseudo-inverse d’une fonction de répartition.

Soit X une v. a. r. définie sur un espace probabilisé (2, F,P), de fonction de répartition F'. On se
propose de construire une v. a. r. Y de méme fonction de répartition que X et définie sur I'espace
(]0,1[, B(]0,1[), A), (ot A\ désigne la mesure de Lebesgue sur (]0, 1[, B(]0,1])).

Pour z €]0,1[, on pose Y(z) =inf{y e R|F(y) > z} et Z(z) = inf{z € R| F(2) > z}.

1. On suppose que X admet une densité (par rapport a la mesure de Lebesgue) strictement

positive. Montrer que Vx €]0,1[, Z(z) = Y(x) = F~!(x). Montrer que F(X) suit une loi
uniforme sur |0, 1] et que Y admet F' comme fonction de répartition.

2. Donner des exemples ou 'on n’a pas [Vz €]0,1[, Z(x) = Y (z)].

3. (a) Montrer que {y € R|F(y) > 2} = [Y(x),+o0o[ et en déduire que Y a F pour fonction
de répartition.
(b) Montrer que 'on a {z € R|F(z) > z} = [Z(x),400] ou |Z(x),+00]. En déduire que Z
a aussi ' comme fonction de répartition.

‘5. Evénements asymptotiques. Lemmes de Borel Cantelli. ‘

Dans cette section, (2, F,P) désigne un espace probabilisé, (X,,) une suite de v. a. r. définies sur
(Q,F,P). et (S,) la suite définie par Sp =0 et S, = X1 + ... + X, pour n € N*.

5. 1.
1. Soit A = {X, — 0}, Ay = {limsup(X,) < +oo} et A3 = {(22) converge dans R}.

n

n
Montrer que Ay, Ay et A3 sont des événements asymptotiques pour la suite de tribus associée

A (X,).



2. Soit By = {(Sy,) converge vers un nombre inférieur a c}, ol ¢ est un réel fixé et
By = {S,, = 0 pour une infinité de n}.
Les évenements By et Bs sont ils asymptotiques ?

5. 2. Soit (©,F,P) un espace probabilisé et (F,) une suite de sous-tribus de F qui sont
indépendantes entre elles. On note A, la tribu asymptotique.
Montrer que si X est une v. a. r. A, mesurable, X est P-p.s. constante.

5. 3. Soit (X,,) une suite de v. a. r. définies sur un espace (£, F,P) et indépendantes entre elles.
1. Que peut-on dire de P[{(X,,) converge}] 7

2. On suppose que X est une v. a. r. telle que (X,,) converge P-p.s. vers X. Que peut-on dire
de X 7

5. 4. (extrait de 'examen de Janvier 1997)
On suppose que les v. a. r. X, suivent une loi normale N(0,1).

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, on a la double inégalité :

\/ﬂ(

Ye T <P{X; >¢c}] < e 7.

A3 o eV 2T

1 1 2 2 1 2
c

2. (a) Montrer que pour tout € > 0 on a
{hmnsup Sy > Lt €} C hmnsup{ Sy > Lt €}

(b) Montrer que 'on a Y P[{X, > (1 +¢€)v2logn}] < 4oc.

(c) En déduire ]P’[{limnsup \/2)1(’:? > 1} =0.

3. On suppose maintenant que (X,,) est en outre une suite de v. a. r. indépendantes.

) : Xn . X, .

(a) Montrer que l'on a hmnsup{ B 2 1} C {hmnsup Bian 2 1}, puis que ;]P’[{Xn >
V2logn}] = +oo,

(b) En déduire P[{limnsup \/2)1(5@ > 1} =1.

(c) Conclure que IP’[{limnsup \/% =1} =1

5. 5. Soit Q = {0, 1}, muni de la probabilité P produit des mesures (5o + 1) ) et soit (r,) une
suite de N*,

Pour n € N, on définit la fonction [, par l,(w) =ksiw € Q, wy, = ... =wpik-1 =0 et wpgp =1
et on note A, = {l,, > r,}.

1. On suppose que la suite (r,) est constante. Interpréter I’'ensemble A = lim sup 4,,.
n

2. Que peut-on dire de P(A) en général ?



3. Soit € > 0.

(a) Montrer que P[{l,, > (1 + €)logy(n)i.o}] = 0.
(b) En déduire que P[{lim sup loglg% > 1} =0.

4. Pour n € N* on note s, l'entier tel que logon < s, < 14 loggn. On pose ny = 1 et
Ng+1 = Nk + Sp,, pour k € N*.

9
(a) Montrer que l'on a 21 = —- < k; = €t que ces séries divergent.
n>

(b) En déduire que P[{l,, > sy, i.0.}] = 1.

5. En déduire que P[{lim sup 10{;;” > 1} =1.
n
6. Conclure que lim sup lofg’;n =1P-p.s.
n

5. 6. Marche aléatoire. On considére une suite de v. a. r. (X,,), i.i.d. de loi u = pd1+(1—p)d_1)ou
p € [0,1]. On pose Sy =0 et S,, = X7 + ...+ X, pour tout n € N*.

1. Calculer P[{S,, = 0}] pour n € N.

2. On déﬁnit deux variables N et Ty, par :
N = Z L¢s, =0}

Sup( )—k:Sl Si(w) =0et ¥Yn > 0, Sk1n(w) # 0 pour k € N,
Tsup(w) = 400 si Sy (w) =0 1. o.

(a) Interpréter Tg,, et N.
(b) Montrer que pour tout k € N, on a P[{Ty,, = k}] = P[{S; = 0}P[{Ts,p = 0}].

(c¢) En déduire que 'on a : 1 = (:;OZ P[{Sk = 0})P[{Tsup = 0}] + P{Tsup(w) = +00}].

+o0
3. (a) On suppose »_ P[{Sx = 0}] < +o00. Montrer qu’alors :
k=0

N < +oc0p.s., P{3In>0,5,=0} <1, E[N] = 1—P[{3ni0,5n=0}]'

(b) On suppose z P[{Si = 0}] = +00. Montrer qu’alors :
[{Tsup—O}]—O P{3n >0,5, =0}] =1, N = 400 p.s.

4. Discuter suivant la valeur de p si la marche revient p.s. ou non en 0.

5. Généraliser le cas p = % 4 une marche dans R?, de loi p uniforme sur {e1,...,eq} ou

(e1,...,eq) est la base canonique de R?. On pourra montrer que la marche revient P-p.s.
en 0 ssi d < 2. (Théoréme de Polya)



‘6. Intégration des v. a. r. Moments. ‘

6. 1. Calculer, lorsqu’elles sont définies, I'espérance et la variance des lois usuelles (Bernoulli,
B(n,p), géométrique, P(A), E(A), C(a), double exponentielle, ...)

6. 2. Calculer le moment d’ordre n d’une v. a. r. suivant une loi normale centrée réduite.

6. 3. Théoréme de Bernstein. Soit (X,,) une suite de v. a. r. indépendantes et identiquement

distribuées de loi pé; + (1 —p)dp ot 0 < p < 1. Pour n € N*, on note ¥,, =+ 3 X,.
1<i<n

1. Donner la loi, I’espérance et la variance de Y,,.

2. Soit 6 > 0 et n € N*. Montrer que l'on a P[{|Y;,, —p| > 0}] <

1
nd?-
3. Soit h une fonction continue sur [0, 1].
(a) Montrer que E[h oY,,] converge vers h(p) uniformément en p.
(b) Montrer que pour n € N* il existe un polynome P, (indépendant de p) tel que
E[hoY,] = P,(p) pour tout p € [0,1].

4. En déduire le théoreme : ”Une fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme d’une suite de
polynomes.”

6. 4. On considére une v. a. r. intégrable X définie sur un espace probabilisé (£2, F,P). Montrer
que 'on a pour tout événement E de F :
Ve> 0,36 >0, (P(E) <= [, |X|dP <c¢).

6. 5. Intégrale et queue de distribution.

1. Soit X une v. a. r. définie sur un espace probabilisé (2, F,P) et a valeurs entiéres positives.

400
Montrer que I'on a [ XdP = Y P({X > n}).
n=1

2. On suppose simplement maintenant que X est & valeurs réelles positives. Montrer que l'on a
Pégalité : [ XdP = [, P({X > z})dz.
(On pourra pour obtenir cette égalité, utiliser le théoreme de Fubini).

3. On suppose enfin que X est une v. a. r. de puissance 4éme intégrable. En utilisant le 2),
montrer que l'on a :
4 3¢t w 2n z
Ve >0, E(X*) > °F 212 P{|X| > €22 }].
n=

+o0
En déduire I'existence d’une suite (e, ) tendant vers 0 en décroissant et telle que > 22"P[{|X| >
n=1

€n22}] < +00.

6. 6. Lemme de Scheffé. On considére une suite (X,,) de v. a. r. définies sur un espace probabilisé
Q, F,P), intégrables et convergeant P-p.s. vers une v. a. r. X intégrable.



1.

2.

On suppose que les v. a. r. X,, sont positives. Montrer que si 1i1;r_1 E(X,) = E(X), on a la
n—-roo
1
convergence X, L ox

(Exprimer|X,, — X| — (X,, — X)) en fonction de X,, — X et utiliser le théoréme de convergence
dominée.)

On ne suppose plus les v. a. r. X, positives.
(a) Donner un exemple ou le résultat précédent n’est plus vérifié.

1
(b) Montrer que I’on a encore X, L, Xsilon remplace la condition lim E(X,) =E(X)

n—-4o0o
par la condition lim E(]X,|) =E(|X]).
n—-400

‘7. Densités de probabilité. ‘

7. 1. Soit P une probabilité sur (R, B(R)) et pour ¢ réel, soit g(t) = [ €' dP(z). On suppose que
vVt e R, g(t) < +oo.

1.

2.

Donner un exemple ou cette hypothese est vérifiée, un exemple ou elle ne I'est pas.

Soit ¢ réel fixé; montrer que pour tout k entier, £ > 1 on a :
g lz[Feltel dP(z) < +o0.

Montrer que g est deux fois dérivable ; calculer ¢’ et g”.

. Soit ¢ réel fixé ; on pose pour A borélien réel Q;(A) = Wlt) [ e dP(x).

(a) Montrer que @; définit une probabilité sur (R, B(R)).

(b) Calculer E(Q;) et 0%(Q;) en fonction de g(t), ¢'(t), g” ().

7. 2. Absolue continuité et densités de probabilité.

(D’apres I’examen de Septembre 1996.) Soit (€2, F) un espace probabilisable, et soient P et Q deux
probabilités sur (2, F). On dira que Q est absolument continue par rapport a P (et on notera
Q<< P),silona:

VAe F, [P(A) =0 = Q(A4) =0].

1. On considere sur (R, B(R)) les lois de probabilité suivantes : la loi normale A (0, 1), la loi de

Cauchy C(1) de parametre 1, la loi de Poisson P(\) de parametre A > 0 ; en examinant ces
lois deux a deux, donner les relations d’absolue continuité que I'on peut obtenir entre elles.
On considere les deux énoncés suivants :

(a) Ve >0,3a>0,VAec F, [P(A) <a = Q(A) < €.

(b) Il existe une v. a. r. Z définie sur (2, F), positive, P-intégrable et telle que : VA €
F, Q(A) = [, ZdP.

2. Montrer que l'on a [(a) = Q << P)].



3. Montrer que si (a) n’est pas vrai, il existe € > 0 tel que pour tout n entier, on puisse trouver

un élément A, de F avec P[A,] < 3 et Q[4,] > e

En déduire P[limsup A4,] = 0 et Q[limsup A4,] > e.
n n

4. Déduire de ce qui précede que l'on a 1’équivalence [Q << P <= (a)].

5. Montrer que si (b) est vrai pour Z, alors Z est a égalité P-p.s. pres, 'unique v. a. r. possédant
la propriété (b).
Montrer que Ep[Z] =1 (ou Ep désigne I'espérance relative a la probabilité P).

6. Montrer que l'on a [(b) = Q << P].

On admettra que 'on a aussi I'implication [Q << P = (b)]. Lorsque Q << P, lav. a.1. Z
définie dans 1'énoncé (b) est appelée densité de Q par rapport a P.

7. 3. (suite de ’exercice précédent). Avec les notations de l'exercice précédent, on suppose
Q << P. Soit (Y;,) une suite de v. a. r. définies sur (£, F). On note p,, la loi de Y;, pour P (c’est a
dire la probabilité image de P par Y,,), et v, la loi de Y;, pour Q.

1. Montrer que pour tout n, v, est absolument continue par rapport a .

Soit p et v des probabilités sur (R, B(R)) et A la famille des boréliens A de R tels que
p(dA) = v(5A) = 0 (ot 64 = AN Ac désigne la frontiere de A). On suppose que pour tout A
appartenant a A, on a : lirf tn(A) = 1(A) et lirf vn(A) = v(A).

2. Montrer que A est une algebre de Boole.[voir 1. 8. ]

3. Soit F' un fermé de B(R). Pour ¢ > 0 donné, on note F'* = {z € R|d(z,F) < €}, ou
d(z,F) = inf {|z — y|}.
yeF

(a) Montrer que les ensembles 0 F€ sont deux & deux disjoints.

(b) On suppose que Ja > 0, Ve €]0, af, F© ¢ A.
Pour p € N*, on note E, = {e > 0| (pu + v)(6F°) > %} Déduire du a) que pour tout
p € N*, E, est fini. En déduire une contradiction.

(c) En déduire qu’il existe une suite €(n) de nombres réels positifs décroissant vers 0, telle
que F<(") € A pour tout n.

(d) Montrer que F est I'intersection des F€().
(e) En déduire que A engendre B(R).

4. Soit Z la densité de Q par rapport a P et soit € > 0.
(a) Montrer qu'il existe N = N(e) tel que :f{Z>N} ZdP < e.
(b) Soit A € A. Montrer que 'on a ¥n, v,(A) < Nu,(A) + € et en déduire que
v(A) < Nu(A) +e. (1)

(c) Montrer que la famille C des éléments de B(R) pour lesquels I'inégalité (1) est satisfaite
est une classe monotone. En déduire que (1) est satisfaite pour tout A borélien. [voir 1.

8. ]



(d) En déduire que v est absolument continue par rapport a p.

|8. Loi d’une v. a. r. |

8. 1. Variables symétriques. Soit X une v. a. r. symétrique, c’est a dire telle que Px = P_x.
Soit f une fonction borélienne bornée sur R.

1. Montrer que E[f(X)] = 3(E[f(IX])] + E[f(-[X])]).

2. En déduire que la loi de X est déterminée par celle de | X]|.

8. 2. Soit S (resp. T') une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q2, F,P), (resp.
(Q,F',P")) et & valeurs dans un espace mesurable (F,B). On suppose que les lois de S et de T
sont égales.

On considere une application mesurable f définie sur (E,B) et a valeurs dans (R, B(R)). Montrer
que les lois de f(S) et de f(T') sont égales.

8. 3. Soit X une v. a. r. définie sur un espace probabilisé¢ (2, F,P) et suivant une loi normale
centrée réduite A(0,1). On pose Y = <.
1. Montrer que Y est P-presque strement définie comme v. a. r. réelle. Montrer que sa loi admet
une densité f, donnée par :

=< Fut e (0
e 2uq 2 « (u).
V2r R

2. Montrer que E(|Y"|) < +oo pour tout  tel que 7 < 3.

flu) =

‘9. Intégration de variables & valeurs dans R ‘

9. 1. Pour z € [1,+o0| et y € [0, 1], on pose f(z,y) = exp(—zy) — 2exp(—2zy). Montrer que :
L (fo1 f(z,y) dy) dr < 0.
2. fy < 7 f ) dw) dy > 0.

37 (Jo 1)l dy ) do = +oo.

9. 2. Soit X, Y, Z trois v. a. r. telles que X et Y aient la méme loi ; XZ et Y Z ont elles la méme
loi 7

9. 3. Soit X et Y deux v. a. r. indépendantes telles que X +Y soit de puissance p-iéme intégrable,

oup>1.
Montrer que X et Y sont de puissances p-ieme intégrables.
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9. 4. Soit X et Y deux v. a. r. indépendantes de puissance p-ieme intégrable, ou p > 1.
Montrer que XY est de puissance p-ieme intégrable.

9. 5. Probleme. (d’apres le partiel de Novembre 1995) On fixe p > 1 et N € N* et on donne 2N
v.a. 1. X; et X! (1 <4 < N), définies sur (Q, F,P), de puissance p-itme intégrable et centrées,
chaque X/ étant de méme loi que X;.

On considére en outre N v. a. r. €¢;, ¢ = 1... N, de méme loi, & valeurs dans {—1,1} et telles que

P({e; = 1}) = P{e = ~1}) = 4.

On suppose que les 3N v. a. r. X1, X/, €1,..., XN, X}, ey sont indépendantes.
N
Préliminaire 1 : On se donne N nombres réels a; et on considere la v. a. r. X = Y ase;.
=1
Calculer E[X]. Montrer que l'on a les égalités :
N N N—-1 N
EXY) =Y a?etEXY)=>al+6> > a?a?. (1)
i=1 i=1 i=1 j=it+1
En déduire que :
E(X*) < 3[E(X?)]*. (2)

Préliminaire 2 : Soit X une v. a. r. centrée de puissance p-iéme intégrable. On note X* une
symétrisée de X, c’est & dire une v. a. r. définie par X* = X — X’ ot1t X’ est une v. a. r. indépendante
de X et de méme loi que X.

(i) Montrer que X* est une v. a. r. symétrique.

(ii) Montrer en utilisant le théoreme de Fubini et I'inégalité de Jensen que l'on a :
E[|X|P] < E[X™[]. (3)
Premiere partie.
1. On suppose p € [1,2].

(a) Montrer :

N N N
E[| 2 X;[P] < E|| ;(XZ — X)) = EJ| ) e(Xi — X))P] <
fsz(é(% — x;)Q)% é dPx, (x;) :1 dIP’X{(x;) (4)

(On pourra utiliser 1’égalité (1) et I'inégalité de Jensen de fagon adéquate).
(b) A partir de ce qui précede et des inégalités élémentaires :

(a+b)? <2 a? + %) poura>0,b>0,et d>1

(a+b)¢<a’+b%poura>0,b>0,etdec|0,1],

montrer que l'on a :

N N N
E[l ;Xilp] <ERC X - XjP <2 ;E[Ile”] (5)

i=1
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N P N P
Ef| ;Xz‘\p] <2l E[(;X@?)i]- (6)

2. On prend maintenant p € [2,4].

(a) Montrer que l'inégalité (4) obtenue a la question 1) est encore valide.

(b) Montrer en utilisant 'inégalité (2) et en procédant comme dans la question 1- a), que

I'on a :
N p N p
E| :ZlXil”] §3Z2”E[(§1X§)5]- (7)

Deuxieme partie.

On se propose dans cette partie de compléter les inégalités (6) et (7) par une inégalité dans lautre
sens avec une constante (ne dépendant pas de N) adéquate.
Préliminaire 3.

(i) Soit Y une v.a.r. définie sur (2, F,P) et de puissance quatrieme intégrable. Montrer que I’'on

a:

[EY2)] <EYH[E(Y])? (8)
(ii) Soient N constantes réelles aq,...,an. Déduire des inégalités (8) et (2) que 'on a

N N

> af <3E[(] 3 aie])]?

i=1 i=1

et

N o, ., N
(3 af)2 <32 E[ 3 aiel”] (9)
i=1 1=1

3 On prend p > 1 quelconque.
(a) Montrer a partir de I'inégalité (9) que l'on a :
N N
E[(} X2)2] <32 E[ 3 e Xil?).
i=1 i=1
(b) Montrer enfin que :
N N N
Bl 32 eiXilP] <E[ 30 (X; — X)P] < 2PE[| 30 XifP].
‘ i=1 i=1

1=1
(c) Conclure.

[10. Etude de lois. |

10. 1. Soit X, Y ,Z trois v. a. r. indépendantes de méme loi uniforme sur l'intervalle [—1, 1]. Donner

les lois de X +Y, (XJQFY), X4+Y+Zet W

10. 2. On considére Papplication f de R* x]0,2n[ dans R? \ Ry, qui & (r,¢) fait correspondre
(x,5) = (rcost,rsint). On suppose que le couple U = (X,Y) est une v. a. r. & valeurs dans R?
suivant une loi uniforme sur le disque unité.
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1. Déterminer la loi du couple (R,T) = f~1(U).
2. Montrer quelesv. a. r. Z; = y/(—2log R?) cos T et Zy = \/(—2log R?) sin T sont indépendantes

et suivent une méme loi normale centrée réduite.

10. 3. Sommes de lois exponentielles.
Soient X1, Xs,... X, des v. a. r. indépendantes, de méme loi exponentielle de parametre A > 0.
Onnote Y1 =X1,Yo =X+ Xo,....Y, = X1+ Xo+... + X,.

1. Calculer 'espérance, la variance, la fonction caractéristique de Y.

2. Calculer la densité de Y,, (on pourra procéder par récurrence).

10. 4. Loi de Cauchy. Soient X et Y deux v. a. r. indépendantes définies sur un espace probabilisé
(Q, F,P), de méme loi normale centrée réduite.

1. Donner la loi de Z = % (cette loi s’appelle loi de Cauchy )
2. Que dire des moments de Z 7

3. Soit X une v. a. r. de loi uniforme sur [—7, §]. Montrer que tan X suit une loi de Cauchy.

10. 5. AutempsT = 0, trois personnes A, B et C' arrivent a un bureau de poste ; il y a deux guichets
et ils sont libres. On appelle X,Y et Z les durées nécessaires pour servir A, B et C' respectivement.
On suppose que X, Y et Z sont des v. a. r. indépendantes et de méme loi £(A), A > 0. On commence
a servir A et B tout de suite, mais C' doit attendre que I'un des guichets se libére.

1. Quelle est la loi de | X — Y| ? Celle de inf (X,Y) ?
2. Quelle est la probabilité que C ne soit pas la derniere personne a quitter le bureau de poste 7
3. Soit T le temps passé par C' dans le bureau. Donner la fonction de répartition et la loi de T.

4. Soit T' le temps écoulé lorsque les trois personnes sont servies. Quelle est la fonction de
répartition de 7" ?

10. 6. On considere deux v. a. r. X et Y indépendantes de méme loi exponentielle E(u), u > 0.

1. Donner la loi de U = inf(X,Y"), celle de V.= X — Y, puis celle du couple (U, V). Les v.a.r. U
et V sont elles indépendantes ?

2. Réciproquement, on suppose que X et Y sont deux v. a. r. indépendantes positives de méme
densité f, continue et strictement positive sur Ry et que V=X —Y et U = inf(X,Y’) sont
indépendantes.

(a) Montrer que les lois de U et V ont des densités g et h telle que pour presque tout
(u,v) e Ry xR:

fu)f(u+v]) = g(u)h(v) (1)

13



(b) Montrer qu’on peut choisir g et h strictement positives, continues sur R, et R respec-
tivement, qu’alors I’égalité (1) a lieu pour tout (u,v) € Ry x R, puis qu’on a

flutv) _ fu) f(v)

= sur Ry x Ry.

£(0) £(0) £(0)

(¢) En déduire que X et Y suivent toutes deux une loi exponentielle.

10. 7. Loi Arcsinus. Soient X et Y deux v. a. r. indépendantes définies sur un espace probabilisé
(Q, F,P) et suivant une méme loi normale centrée réduite.

1. Montrer que U =

2 2 . . . |
% suit une loi exponentielle dont on calculera le parametre.

2

2. On considere V = ﬁ Calculer la loi de (U, V). Montrer que U et V sont indépendantes.

Donner la loi de V' (on calculera sa densité). On appelle cette derniére ”loi Arc sinus”.
3. Déduire de ce qui précede que si A et B sont deux v. a. r. indépendantes définies sur un méme

espace probabilisé (€', F/', ') suivant respectivement une loi exponentielle de parametre 1 et
une loi Arc sinus, alors 2AB suit la loi du carré d’une v. a. r. N(0,1).

4. Soit C une v. a. r. suivant une loi de Cauchy de parametre 1. Déduire de 2) que ﬁ suit
une loi Arc sinus.

10. 8. Lois Gamma et du Chi-deux. Pour a > 0, on pose I'(a) = f0+oo e %% L dy. On dit
qu'une v. a. r. X suit une loi I'(a, A) ou A > 0, si la loi de X a la densité :

efA:vxafl ]-LR+ (CC)

1. Pour a > 0, montrer que I'(a) est défini et I'(a + 1) = al'(a). Que vaut I'(n) pour n entier,
n>07

2. Soit X et Y deux v.a.r.indépendantes de lois respectives I'(a,\) et I'(b,\). Donner
Pespérance et la variance de X et montrer que X + Y suit une loi I'(a + b, ).

3. Soit X une v. a. r. normale centrée réduite ; montrer que X? suit une loi I‘(%, %) (cette loi

est appelée loi du Chi-deux (notée : x?) & 1 degré de liberté). En déduire la valeur de T'(3).

4. Soient Xy, Xs,..., X, des v. a. r. normales centrées réduites et indépendantes; donner la loi
de Z = X? + ...+ X2 (loi du Chi-deux & n degrés de liberté) ainsi que I'espérance et la
variance de Z.

10. 9. (d’apres le partiel de Novembre 96) Soient X et Y deux v. a. r. définies sur un espace
probabilisé (2, F,P), positives, indépendantes et admettant les densités fx et fy respectivement.

1. En considérant le changement de v. a.r. XY = T et Y = S, donner la densité de XY en
fonction de fx et fy.
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2. Soient a, b, A des réels strictement positifs. On suppose que X suit une loi 3(a,b) de densité

fx(z) = %x‘“(l ) (o).

On suppose que Y suit une loi I'(a + b, A) c’est a dire de densité

)\a-i—b

a+b—1_—Ay . )
7a+b)y € R+(?/)

Montrer que XY suit une loi I'(a, A).

3. Soit U, V, W trois v. a. r. indépendantes définies sur (2, F,P), positives et de lois respectives

: T(a, \), T(5, ), T(c, \).

(a) Montrer (par le changement de v. a. r.: (U,V) — (WUV’ U+V) que WUV suit une loi
B(a,b) et est indépendante de (U + V, W).

(b) En déduire que m suit une loi B(a, b+ c).

ACTd . U - _U u+Vv = . AAnies g
(¢) En écrivant : gy = v vy, montrer que si R et Z sont des v. a. r. définies sur

(Q, F,P), indépendantes et de lois respectives 3(a,b) et f(a+b,c), alors RZ suit une loi
Bla,b+ o).

4. On suppose maintenant que X et Y sont indépendantes et suivent la méme loi de Paréto
d’indice o > 0, donnée par sa densité : f(z) = c)cgﬁa—l+1 L)1 4oof(T).

(a) Donner la densité de T = XY. Pour quelles valeurs de «, T' admet elle une espérance
finie 7 Calculer alors cette espérance.

(b) Montrer que si X7, ..., X, sont indépendantes et suivent une méme loi de Paréto d’indice
a, le produit X7 x ... x X;, admet la densité

o™ 1

D gar log )" o).

fa(z) =

11. Transformée de Laplace. ‘

11. 1. Injectivité de la transformation de Laplace. Voir le partiel de Novembre 2000.

11. 2. Soit X une v. a. r. définie sur un espace probabilisé (€2, F,P) et suivant une loi N (0,1) et
soit Y = % On rappelle [ex. 8.3.] que Y a une loi de densité f, donnée par

1. Pour t > 0, soit G(t) = E[e~*Y].
(a) Montrer que G(t) est définie et continue sur R, dérivable sur R ; calculer G'(t).

(b) Montrer que pour tout ¢ > 0 on a : G'(t) G(t) =0.

1
U
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(¢) En déduire que pour tout ¢t > 0, G(t) = e V2,

2. Montrer que si I’on considere n v. a. r. indépendantes Y7, Ys,...Y,, et de méme loi que Y, on
a ’égalité des lois : Py, 4+ 4y, = Ppey.

3. On considere deux v. a. r. indépendantes X; et X5, de lois normales respectives A'(0,07) et

N(0,03).

(a) Trouver la transformée de Laplace de T' = XL% + XLQQ

X1 X0
X2+X2

2

(b) Montrer alors que la v. a. r. U = suit une loi normale centrée de variance o,

~1 _ 1 4, 1
ou - = + —=.

12. Fonctions caractéristiques. ‘

12. 1. Une v. a. r. X est symétrique si X et —X ont la méme loi. Montrer qu’alors la fonction
caractéristique de X est paire et a valeurs réelles. Réciproques 7

12. 2. Soit ¢ la fonction caractéristique d’une v. a. r. X. Montrer que ¢ est uniformément continue.

12. 3. Soit X une v. a. r. a valeurs entieres et ¢ sa fonction caractéristique. Montrer que 'on a
pour tout k € Z, P{X =k}) = &~ fj;r ekt (t) dt.

™

12. 4. Loi de Cauchy.

1. Calculer la fonction caractéristique d’une v. a. r. X suivant une loi doublement exponentielle
de parametre a > 0.

2. En déduire la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de parametre a.

12. 5. Soit U une v. a. r. définie sur un espace probabilisé (Q,F,P) et dont la fonction
caractéristique ¢ est constante sur un voisinage I de 0.

1. Montrer que pour tout t € I, on a tz € 27Z Py-p.s.

2. En déduire que Py = dy.

12. 6. Soit ¢ une fonction caractéristique. Les fonctions Re(¢) et Im(¢) sont-elles des fonctions
caractéristiques ? Méme question pour |¢|2.

12. 7. Soit p entier supérieur a 1, soit ¢q, ..., ¢p des fonctions caractéristiques; soit aq, ao, ... Qp

des nombres positifs tels que a1 + a2 + ... +a, = 1.
P
Montrer que > ap¢y est une fonction caractéristique.
k=1
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12. 8. Soit N une v. a. r. définie sur un espace probabilisé (2, F,P), suivant une loi de Poisson de
parametre A et (X,,) une suite de v. a. r. définies sur (Q, F,P), de méme loi, indépendantes entre

elles et indépendantes de .
N(w)
Xk (w). Calculer la fonction caractéristique de Y en

Soit Y la v. a. r. donnée par Y(w) =
k=0

fonction de celle de X;.

12. 9. Soient Z et Y deux v. a.r.définies sur un méme espace probabilisé (2, F,P) et
indépendantes.

1. On suppose que Z et Y suivent des lois de Cauchy de parametres respectifs o et 3. Montrer
que Z 4 Y suit une loi de Cauchy de parametre o + 5.
Si a = 3, montrer que pour tous a et b positifs, aY + bZ a la méme loi que (a + b)Y

2. On suppose que Z et Y suivent une méme loi symétrique et que pour tous a et b positifs,
aY + bZ suit la méme loi que (a + b)Y
Montrer que si Y et Z ne sont pas p.s. constantes, elles suivent une loi de Cauchy.

12. 10. Soit X et Y deux v. a. r. indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (Q2, F, P)
et de méme loi de variance o? et a,b deux réels vérifiant a® + > = 1 et ab # 0. On suppose que

aX +bY et X ont la méme loi. On veut montrer qu’alors X et Y suivent une loi normale N (0, 02).

On note ¢ la fonction caractéristique de X et ¢ = %

1. Montrer que 1 est de classe C'; calculer 1(0) et ¥/(0).

2. Si Z est une v. a. r. de loi a®d, + b?6p, montrer que pour tout ¢ réel, on a
P'(t) = E(y'(21)).

3. En déduire que ¢’ = —o2.

4. Conclure.

12. 11. Soit X et Y deux v. a. r. indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (€2, F,P),
de méme loi et de variance 1 et a,b deux réels vérifiant a® + b> = 1. On suppose que aX + bY
suit une loi normale centrée réduite. On veut montrer que X et Y suivent une loi normale centrée
réduite.

On note ¢ la fonction caractéristique de X, ¢; la fonction définie pour tout ¢t € R par ¢;(t) =

o(t)exp(y) et ¢ = 2.

1. Montrer que la fonction caractéristique ¢ de X vérifie pour tout ¢t € R

élat)p(bt) = exp(~ ).
2. Etudier 9 et conclure.

‘13. Variables aléatoires gaussiennes. ‘

2
13. 1. Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = %6_(”62_“”'%).
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1. Vérifier que f est la densité d’une loi gaussienne, dont on calculera la matrice de covariance.

2. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R?, dont la loi a la densité f. Trouver une
transformation linéaire de R? telle que A o X ait ses coordonnées indépendantes.

13. 2. (d’aprés le partiel de Novembre 96) Soient X, X deux v. a. r. indépendantes définies
sur un espace probabilisé (2, F,P) et de méme loi normale N(0,1). On définit Y7 et Y par :

Yi = J5(X1 = Xa) et Y1 = (X1 + Xa).

1. Montrer que Y7 et Y5 sont deux v. a. r. indépendantes suivant aussi une loi normale A/(0,1).

2. En utilisant la fonction caractéristique de 3 X7 calculer la fonction caractéristique de 3(X7 —
X3).

3. Montrer que X1 X et (X7 — X3) suivent la méme loi.

4. Soient X3 et X, deux autres v. a. r. définies sur (Q, F,P), de méme loi N'(0,1) et telles que

les 4 v.a.r. X;, ¢« = 1,...,4 soient indépendantes. Donner la fonction caractéristique de
X1X9 — X3X,4. Donner la loi de cette v. a. r. et calculer sa densité.

13. 3. Soit (X,Y) une variable aléatoire gaussienne dans R?, de lois marginales centrées réduites.

1. Montrer qu’on peut trouver une v. a.r. gaussienne réelle Z et un nombre a tel que Z
soit indépendant de X et que l'on ait 1’égalité : ¥ = Xsina + Zcosa Montrer que
Elsign(X)sign(Y)] = (2)Arcsin E[XY].

13. 4. Probleme. Soit N € N. On considere 2N v. a. r. indépendantes X1,..., Xy, Y1,..., Yy
définies sur un méme espace probabilisé (2, F,P). On suppose que Y7, ..., Yy suivent chacune une
loi normale centrée réduite NV (0,1) et que pour tout k =1,... N, P[{ X} = 0}] = 0.

1. Montrer que X1 suit une loi A (0, 1).

VAT

2. Soit (z1,...,zx) € RN. Pour tout ¢t € R, calculer E[exp(it 2V tedanv y]

w/a:%—l—...—f—x?\,

3. Pour tout t € R, calculer E[e?4] on Z = Z10 Lt XN ot o déduire la loi de Z. (Utiliser le

VXE L 4XE

théoréeme de Fubini)

4. On suppose maintenant que Yi,...,Yx suivent chacune une loi de Cauchy ordinaire (de
parametre 1), les autres hypotheses sur Xi,..., Xy, Yi,...,Yny étant inchangées. En
procédant comme en 2) et 3), calculer : E[e?V] ot U = W En déduire la loi
de U.

13. 5. Soit (X,,) une suite de v. a. r. définies sur un espace probabilisé (2, F,P). On dit que la
suite (X,,) est gaussienne si pour tout k entier, tout k-uplet (Xi,..., X)) est une v. a. r. gaussienne
A valeurs dans R,

On supposera dans la suite que (X,,) est gaussienne et que pour chaque n,E[X,] = 0.
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1. Montrer que pour tout IV entier, il existe des v. a. r. Y7, ..., Yy gaussiennes et indépendantes

N N
telles que > X2 = Y Y2
n=1 n=1

+oo +o0
2. Montrer que I'on a l'inégalité : E[ > X?2] < (Elexp(— Y. X2)])~2.
n=1 n=1
3. Déduire de ce qui précede ’équivalence entre les trois assertions suivantes :
+oo
(a) P{> X2 < +o0}] >0
n=1

(b) PI{S X2 < +o0}] =1

+uf:1
(c) 3 E[X?] < +oo.

n=1

13. 6. (d’apres le partiel de Novembre 1995. )On considére une v. a. r. gaussienne (X, Y, Z) définie
sur un espace probabilisé (Q, F,P) et & valeurs dans R?. On suppose que (X,Y, Z) est centrée et

1 r 0
que sa matrice de covariance est r 1 0 | ol r est un nombre réel tel que 2 < 1. On pose
0 0 1
U= %; on rappelle [ex. 10. 1.] que U admet la densité f;; donnée par :
1 3 _ 1

fu(u) = Norh 2e” 2 llgs (u).
et la transformée de Laplace définie pour ¢ > 0 par
Elexp(—tU)] = eV,
On considere la v. a. r. (S,T) & valeurs dans R2, définie par : (S,T) = (VUX,VUY).
1. Calculer la densité de (X,Y, Z), puis celle de (X,Y,U).

2. En déduire que la fonction caractéristique de (S,7T) est donnée par :

des.)(t1,t2) = Elexp(i(Sty + Tty)] = exp(—\/t% + 63 + 2rtqts).

(On pourra appliquer le théoreme de Fubini.)

3. Soit (a,b) avec a > 0 et b > 0. Montrer que aS + bT suit une loi de Cauchy dont on précisera
le parametre.

4. Soit (8", T") = (VUX',\/UY") ot (X', Y’ Z) est une v. a. r. gaussienne centrée & valeurs

dans R3 de covariance la matrice identité. Soit A une matrice (2, 2). Calculer la fonction
/

caractéristique du couple A , |- Montrer que l'on peut choisir A inversible et telle que

T
S’ S . N .
A( T ) et < T > aient méme loi.
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13. 7.

1. Soit (X,Y, Z) une variable aléatoire gaussienne centrée de matrice de covariance C. A quelle
condition sur C' la variable X est-elle indépendante de (Y, Z) ?
111
1 2 1
1 1 2
couple (a,b) de réels tel que la variable U = X — aY — bZ soit indépendante de (Y, Z). Puis
déterminer a et b.

2. On suppose que 'on a C' = . Montrer (sans calculs) qu’il existe un unique

3. Déterminer la projection orthogonale de X sur L?(o(Y, Z)).

13. 8. Probleme. Dans ce texte, ¢ désigne un réel strictement positif.
Préliminaire. Soit X une v. a. r. définie sur un espace probabilisé¢ (2, F,P) et de loi normale
N(0,02). Montrer que pour tout ¢ > 20, on a I'inégalité

520 exp(— ) < B{X > ¢}] < 2 exp(— ). 1)

1. Soit (X,Y) une v. a. r. gaussienne définie sur (2, F,P) et & valeurs dans R, centrée et de

1
matrice de covariance < p [1) > ou p > 0.

(a) Montrer que p < 1.

(b) Montrer que si X # Y, on a p < 1. Montrer qu'’il existe une v. a. r. Z de loi normale
N(0,1), indépendante de X et telle que Y = pX + /1 — p2Z.

(c) Montrer que l'on a P{X > ¢,Y > ¢}] > P{X > ¢,\/1—p?Z > ¢(1 - p)}].
(d) On suppose X # Y et —1=2_ > 2. Montrer en appliquant le c) et en utilisant (1) que
I'on a

P{X >¢,Y >c}| >

— 8w c2(1—p) “

(e) Montrer que pour tout A tel que 0 < A <1, on a
P{X > ¢, Y > c}] <P{AX + (1 - N)Y > ¢}].

(f) Utiliser alors (1), puis, en minimisant en X le résultat obtenu, montrer que 'on a pour

c>1,
PUX >,V > ¢}] < ——cap( 02)
CY 2 Cp|l S exrp(— .
- Vo P,
2. Soit X = (Xy,...,X,) une v. a. r. gaussienne a valeurs dans R"; on suppose que X est
centrée et on note 02 = sup o2 (X;).

{i=1,...,n}

(a) Montrer que pour tout § > 0 on a

E[ sup X)) < [°PH sup |X|> ¢}t
{i=1,...,n} {i=1,...,n}

<5+Z[ PI{|X;| > t}] dt < &+ 282 exp(— 2.
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(b) Déduire de ce qui précede en choisissant § judicieusement que si n > 2, on a

E[ sup X;]<oy2logn+ 1.

{i=1,...,n}

(¢) ) On suppose maintenant que toutes les X; sont indépendantes et de méme loi A/(0,1).
N{Sontrer que pour tout § > 0 on a 'inégalité
Jo P[{{ sup | Xy > ¢} dt > 6(1 — (1 = P{[Xa| > 63])").

i=1,...,n}
En déduire qu’on peut trouver une constante K > 0 telle que pour n suffisamment grand,

en choisissant 6 =, /2log(15z7;), on ait

E[ sup X;]> K+/logn.
{i=1,...,n}

‘14. Différents types de convergence. ‘

14. 1. On suppose que la suite (X,,) est une suite de v. a. r. indépendantes et que pour tout n € N,
P{X, =1} =pp et P{X,,=0}]=1—p,,o00<p, <1.
Montrer que 'on a les équivalences :
(X, — 0) < ( lim p, =0)
n—-+o0o
(X, 5 0) < ( lim p, =0)
n—-—+o0o

P—p.s oo
(X, — 0) = (> pn < +0)
n=1

14. 2. Soit deux suites (X,,) et (Y;,) de v. a. r. réelles, définies sur I’espace probabilisé (2, F,P).
Montrer que 'on a :

(Xp — XetY, — V) = (X, +Y, — X+Y)

et

(X, — XetY, — V) = (X,Y, — XY).

On pourra utiliser la définition ou un argument de sous-suites.

14. 3. Soit g une fonction numérique continue sur R.

1. Montrer que si la suite de v. a. r. (Y},) converge P-p.s. vers la v. a. r. Y, alors la suite (g(Y,))
converge P-p.s. et en Probabilité vers g(Y').

2. Montrer que si (X,,) converge en Probabilité vers X, alors (g(X,)) converge en Probabilité
vers g(X).

14. 4. Convergence en Probabilité et dans L'.

Soit (X,,) une suite de v. a. r. On suppose qu'il existe Y positif et intégrable tel que |X,| <Y, et
que (X,,) converge en Probabilité vers une v. a. r. X.

Montrer que (X,,) converge vers X dans L!.
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14. 5. Métrique pour la convergence en probabilité.

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. On note £ l’espace des classes d’équivalence (pour 'égalité
presque sure) de v. a. r. définies sur (Q2, F,P).

Pour tout X,Y v. a. r. définies sur (2, F,P), on définit

dX,)Y)=E[|X -Y|Al]et K(X,Y)=inf{e > 0|P{|X = Y| >¢€}) <€}

1. Montrer que d définit une distance sur ’espace L.

2. Montrer que pour toute suite de v. a. r. (X,,) et toute v. a. r. X définies sur (2, F,[P), on a :
(Xp — X) < (d(X,,X) — 0).

3. Montrer que K définit une distance sur £ et que 'on a
(K(z,y))* < d(z,y) < 2K(z,y).

4. En déduire que £ muni de la métrique d (resp. K) est un espace métrique complet.

14. 6. Une métrique pour la convergence p.s 7
Montrer qu’il n’existe pas de métrique sur ’espace £ défini dans l'exercice 14. 5. telle que la
convergence au sens de cette métrique soit équivalente a la convergence P-presque stire.

14. 7. Soit (X,,) une suite de v. a. r. définies sur un espace probabilisé (2, F,P). On suppose qu’il
“+o00
existe p > 0 tel que lon ait : Y E[|X,|P] < +oc.
=1

n—=
Montrer que la suite (X,,) converge P-presque stirement vers 0.

14. 8. Convergence en loi et en Probabilité.
Soit (X,,) une suite de v. a. r. définies sur un espace probabilisé (2, F,P).

1. Soit @ un nombre réel; montrer que 'on a :

(X, =5 a) = (X, — a).

2. Soit X une v. a. r. définie sur (2, F,P). On suppose que (X,,) converge en loi vers X; montrer
qu’en général (X, — X) ne converge pas en loi vers 0.

3. Soit X une v. a. r. définie sur (2, F,P). On suppose (X,,, X) £, (X, X).

Montrer que (X,,) converge en probabilité vers X.

14. 9. Probléme. Loi faible des grands nombres. (D’apres le partiel de 1996)
On considére une suite (X,) de v. a. r. indépendantes et de méme loi définies sur un espace
probabilisé (Q, F,P). Pour n € N*, on note S, = X1 + Xo + ... + X,,.

(o . . S
On désire obtenir un résultat du type 2=

On propose une méthode directe ne passant pas par la loi forte des grands nombres.

P (ol a est un réel).

n

Pour n € N, on notera Xj(n) la v. a. r. définie par : X;(n) = Xj Ljjx,j<ny, Sy = > Xi(n) et
My, = B[X1(n)]. -
1. (a) Montrer que pour tout n € N* et tout o > 0, on a
Mﬂ%—sm>aH§MC¥Mﬂ>nH§nMW&>nM-

1=

22



(b) Montrer que pour tout € > 0, on a
P[{|Sn — nmy| > e}] < FE[X:(n)?] + nP[{|X1] > n}] (1)
2. On suppose dans cette question, et seulement dans cette question, que E[|X7|] est fini.
(a) Montrer que lim m, = E[X;].
n—-—+o0o
(b) Montrer que lim xP[{\Xll >z} =0.

(¢) Montrer que E[X7(n)*] < fo P{X? > 2} do =2 [ P{| X1| > u}]udu.
(d) En déduire que 1151_1 %E[Xl( )2l = 0.

(e) En déduire que %” =, E(X1).

3. On suppose maintenant que X; est une v. a. r. symétrique dont la fonction de répartition est
donnée par

Flz)=3si0<z<ec Flz)=1- msich,

ou c est un réel, tel que clog(c) = 1; (c est alors un nombre compris entre 1 et 2).

(a
(b

Donner la densité de X7.
Montrer que P[{|X1] > t}] = 41~ o7 quand ¢ est assez grand.

c¢) La v. a. r. X1 est-elle intégrable ?

)
)
(c)
(d) Montrer que :nli)ar_loo %E[Xl (n)?] = 0.
)
)

e) Montrer que m,, = 0.

(
(f) En appliquant I'inégalité (1), déduire de ce qui préceéde que ST” Lo
14. 10. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires gaussiennes,a valeurs dans R?. On suppose que
(X,,) converge en loi vers X. On veut montrer que X est gaussienne.
1. Se ramener au cas d = 1.
2. Montrer que la suite (varX,) converge vers un nombre o2, o € [0, +00], puis que o < +00.
3. Montrer qu'il existe N € N tel que pour tout n € N, P[{-N < X,, < N}| > 3.
4. En déduire que si m, = E[X,], la suite (m,,) est bornée par N.

5. Conclure.

[15. Suites de sommes de v. a. r. |

Dans cette section, (£2, F,P) désigne un espace probabilisé, (X,,) une suite de v. a. r. définies sur
(Q,F,P) et (S,) la suite définie par Sp =0 et S, = X1 + ... + X,, pour n € N*.
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15. 1. Calcul approché d’intégrale par une méthode de Monte Carlo.

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans [0, 1]. Soit (Y;,) une suite de v. a. r. définies sur (2, F, P).
On suppose que (X,,) et (Y,) sont deux suites indépendantes, indépendantes entre elles et telles
que pour tout n € N, les v. a. r. X, et Y, suivent une méme loi uniforme sur [0,1]. On pose :

Zn = Lip(xa)>va)-
1. Calculer E[Z,].

2. Montrer en utilisant la loi forte des grands nombres, que 'on peut, a partir d’échantillons de
la loi uniforme sur [0, 1], obtenir une approximation de l'intégrale fol f(z)dz.

15. 2. On suppose que les v. a. r. X, sont i.i.d et que X suit la loi pd; + (1 —p)d_1, ou % <p<l1.
Soit @ € N* et T' = inf{n € N*| S, = a} (avec la convention T" = +o0 si I’ensemble est vide).
Montrer que T est P-p.s. fini.

15. 3. Une loi faible pour des v. a. r. faiblement corrélées.

On suppose que les v. a. r. X, sont centrées et qu’il existe une suite de réels (1) convergeant vers
0 et telle que E[X;X}] < r,_; pour tout (I, k), | < k.

Montrer que ( “%") converge en probabilité vers 0.

15. 4. Un théoréme de Borel.

+o0
Soit z € [0,1], x = 5 ol les x,, valent 0 ou 1 et ou la suite () ne stationne pas a 1; pour
k=1

Sn

) converge vers i.
n

n
n € N*, on note S,, = ) . On dit que = est normal si ( 5

k=1
Montrer que I’ensemble A des nombres normaux est un borélien et que pour la mesure de Lebesgue,
un réel = € [0, 1] est presque strement normal.

15. 5. On suppose que (X,,) est une suite de variables i.i.d. suivant une loi de Cauchy C(1).
Etudier la convergence (en loi, en probabilité, P-p.s.) de la suite (S—;)

15. 6. On suppose que (X,,) est une suite de variables i.i.d. dont la loi est donnée par

P{X; = (1) 1k} = le—%gk pour k > 2 (ou C est une constante de normalisation).
%)

La suite (22) converge-t-elle P-p.s. 7
Montrer qu’elle converge en probabilité vers une constante que I'on déterminera. (On pourra utiliser
la méthode de 'exercice 14.9.1

15. 7. Loi des grands nombres pour des v. a. r. positives. On suppose que (X,,) est une
suite de variables i.i.d., positives et telles que E[X}] = 4oc0.

Montrer que (%") converge P-p.s. vers l'infini.

15. 8. On suppose que (X,) est une suite de v. a. r. indépendantes entre elles et centrées et que

+00 ) +oo
lona: ) E[X; ]l{|Xn|§1}] < 4ooet Y E[X, ]l{\Xn|>1}] < +o00.
n=1 n=1

1. Montrer que 'on a P[limsup{|X,,| > 1}] = 0.
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2. Utiliser le théoreme des séries de Kolmogorov pour en déduire que la suite (S,) converge
P-p.s.

15. 9. Deuxiéme inégalité de Kolmogorov.
Soit n € N*. On suppose que les v. a. r. Xq,...,X,,... sont indépendantes, centrées et bornées par
un nombre réel ¢ donné.

1. Pour a > 0, on définit A = { sup |Sk| > a} et pour k =1,...,n, on pose
1<k<n
A = {‘51’ < Gy..., ’Sk,ﬂ <a, ‘Sk‘ > a}.
(a) Montrer que : E[S2 1 4c] < a?(1 — P[A]).
(b) Montrer que sur Ay, on a |Sg| < a+ c.

(©) EIS3 L] = 3 B[S} 1a,] + 3 B[S, ~ S La) < P(A)((a +0)* + E[S3)).

a-—T+c 2
(d) En déduire que P(A) > 1 — (]EF:GZL)] )

Comparer avec la premiere inégalité de Kolmogorov.

+o00
2. Montrer que si (S,,) converge p.s, alors Y. E[X2] < +o00. Réciproque ?

n=1

15. 10. On suppose que (X,,) est une suite de v. a. r. indépendantes entre elles et que la suite
(Sy) converge en probabilité. On veut montrer qu’alors la suite (S,,) converge P-presque stirement.

1. Soit (Y},) une suite de v. a. r. indépendantes définies sur (2, F,P), n € N* et 6 > 0. Pour
chaque k& € N*, on note
Tk:Y1+---+Yk,
A ={w| |T;(w)| <20 pouri =1,...k — 1 et |Ti(w)| > 20}
et By = {w| [T (w) — Ti(w)] < 6}

(a) Montrer que les Ay sont disjoints et que pour chaque k, Ay et By sont indépendants.

n
Interpréter J Ag.
k=1

(b) En déduire que 'on a P[{|T},| > d}] > > P(Ax)P(Byg).
k=1
(c) Soit A={w]| sup |Tx(w)| > 20}. Montrer que l'on a
1<k<n
> i .
BT, > 6] > PlA)( int P[By)) )
2. Soit € tel que 0 < € < 1.

(a) Montrer qu’il existe N entier tel que, pour tout n € N*, on ait

(Inf PH[SN4n = Snek[ S} 21— (2)
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b) En appliquant la question 1) a la suite (Y;) définie par Y; = X1, et en
J J +3J
utilisant les inégalités (1) et (2), montrer que pour tout n € N*, on a

P sup [Sn = x| > 26}] < rP[{|Sn = Sl > )

(c) En déduire la convergence presque sire de (Sy,).

15. 11. On suppose que (X,,) est une suite de v. a. r. indépendantes entre elles et suivant une
méme loi exponentielle de parametre 1.

1. Pour p € N*, déterminer la loi de 5.
Montrer que pour tout p > 3, E[(S,) %] = m.

2. On considére une suite (Y;) de v. a. r. indépendantes, centrées et de variance 1. On suppose
que la suite (Y;) est indépendante de (X;). On considére alors la suite (X,) ou, pour tout

n
entier n > 3, %, = Y (S;)"1Y.

=3
(a) Montrer que la suite (X,,) est bornée dans L2(Q2, F,P) et converge dans cet espace.

(b) Soit € >0, n € N*et N € Navec N > 3.

Ecrire P[{ sup |Xn4x —Xn| > €}] sous forme d’intégrale par rapport a P; @ Po, ou P,
est la loi d(lf(]ETng, ooy SNin) et Py oest laloi de (Y7,Ya, ..., YNin).

Montrer que I'on a P[{ sup [Syip—Sn|>€}] <% i E[S&ik] E[YZ. .-

(On pourra appliquer l’ifékgiﬁté de Kolmogorov apres sfxz)lir utilisé le Théoreme de Fubini
pour lexpression obtenue en b).)

(¢) En déduire la convergence presque sure de ().

15. 12. Loi forte des grands nombres pour des v. a. r. dans LY. On suppose que (X,,)
est une suite de variables i.i.d. admettant un moment d’ordre 4 et on note m = E[X;]. On veut
démontrer directement la LFGN dans ce cas.

Soit € > 0. Montrer qu’il existe une constante C' telle que pour tout n € N* on ait IP)[{|*%” —m| >
e}] < % En déduire que % converge P-p.s. vers m.

[16. Autour du Théoréme limite central. |

16. 1. Soit (X,) une suite de v. a. r. indépendantes de méme loi, telles que E[X,] = m et

02(X,) = s (m et s étant des réels fixés.) Soient a, b, ¢ des constantes réelles fixées. Pour n € N*,
on note Y, =aX, +bX,41+cetT,=Y1...+Y,.

. Ty Xy

1. Montrer que les suites (22) et (%

T,—E[T,] £
n

) convergent P-p.s. vers des constantes que l'on déterminera.

2. Montrer que = N(u,0?%), N(u,0?) étant une loi normale dont on calculera les

parametres.
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16. 2. Soit (X,,) une suite de v. a. r. définies sur un espace probabilisé (2, F,P), indépendantes,
de méme loi, centrées et de variance 1. Pour n € N* et £ € N*, on pose S,, = X1+ ...+ X, et
Ay = {hmsup] A

1. Montrer que 'on a Ay D lim sup{| 2| >k} et P[Ax] > lim sup P[] ’;L| >k}

2. En utilisant le théoreme central limite, montrer que 'on a
[{hm sup| ~| > k}] > 0.

3. Montrer que Ag est un événement asymptotique.

4. Déduire de ce qui précede que IP’[{hm sup] \ = 4o00}] = 1. Que signifie ce résultat ?

16. 3. Convergence des densités dans le T. C. L.

(extrait de l’examen de Septembre 1997) Soit ¢ la fonction caractéristique d’une v. a. r. X définie
sur un espace probabilisé (2, F,P). On suppose que X est Centrée et a une variance o2 €]0, 4+-o0l.
On suppose que pour tout ¢ réel avec [t| > 1, on a |¢(t)| < It\

On considere une suite (X,,) de v. a. r. définies sur (2, F,P), indépendantes et de méme loi que X.

n
Pour n € N*, on note S, = Y X; et ¥, = U‘f%.
i=1

1. Soit n € Nyn > 2.

(a) Calculer la fonction caractéristique ¢y, de Y, en fonction de ¢.
Montrer que ¢y;, est Lebesgue intégrable.

(b) Montrer que la loi de Y, admet une densité fy; .
(c) Montrer que pour tout § > 0, il existe () €]0,1[ tel que |y, (t)| < r(J), pour tout
t>9.

2. (a) Montrer que pour chaque € > 0, il existe § > 0 tel que

t22

log(6(t)) = ———(1+€¢(#)) on

5 '(t)] < e des que [t| <.

(b) Montrer que, pour tout ¢, (dy, (t)) converge vers exp(—%) et que

2
oy, (t)| < eXp(—%(l —€)) des que |

<é.
o\v/n

(c) Montrer que l'on a hm f&;;/\;— lpy,, (t) — exp(—%)\ dt = 0.
(d) Montrer (en utilisant le 1. ¢) ) que l'on a nll}lloo f{‘t|>60\/ﬁ} |y, (t)] dt = 0.
(e) Déduire de la question précédente, la convergence dans IL*(\), ott A désigne la mesure de

Lebesgue sur R, de ¢y, vers la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite.

T — L _z2
(f) Montrer que pour tout z € R, on a : nkrfm fyv, (x) = Tom exp(—%).
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16. 4. Soit (X,,) une suite de v. a. r. indépendantes, de méme loi p centrée, de variance 1. Soit (\y,)
une suite de nombres réels strictement positifs. Pour chaque n € N*, on pose s, = \/A\2 + ... + A2
et Yo = =(MX1+ ..+ A X))

On suppose que nEIJIrlOO Sp, = 400. Le but du probleme est de déterminer des conditions sous

lesquelles la propriété (P) suivante est vraie :
(P):Y, =5 N(0,1).
On pose, pour chaque n € N*, f(n) = sup Ak

Sn

1<k<n
I On suppose la condition suivante (d’uniforme petitesse) satisfaite :

(U.P): lim f(n)=0.
n—+00
1. Montrer que s2 = 02(AM X1 + ... + A\ Xp).

: 2
2. Montrer que pour tout € > 0, nEIEOO f{\X1|>ﬁ} X7 dP = 0.

3. (utilise le T. C. L. de Lindeberg) Ecrire la condition de Lindeberg adaptée au cadre présenté,
et déduire de 2) qu’elle est satisfaite.

4. Conclure.
IT On suppose que (P) est vérifiée mais que (U.P.) n’est pas satisfaite.

1. Soit pour n € N*, k(n) =inf{k |1 <k <net Ay = sup A;}.
1<j<n

(a) Montrer que (k(n)) est croissante et que lirf k(n) = +oo.
n—-+0oo
(b) Montrer que <i\:—(("))> ne tend pas vers 0.
(c) En déduire qu’il existe a avec a €]0, 1] et une suite d’ entiers (n;) strictement croissante
An;
telle que lim (gt)=a.
q i +OO( S )

2. Soit pour n € N*, U,, = g—zXn.

(a) Montrer que Vn, ¢y, = (U PU,, -

(b) Montrer que (Uy,,) converge en loi vers la loi de a.Xj.
3. On considere le cas ou a = 1.

(a) Montrer que (Yy,, — Uy,) converge vers 0 dans L2,
(b) En déduire la loi p (utiliser 2. a)).

4. On examine le cas ou a < 1.

(a) Montrer que (Yy,;, — Uy,) converge en loi vers la loi normale (0,1 — a?).
(b) En déduire la loi u.

16. 5. Une condition suffisante pour le T. C. L.
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1. Soit X et Y deux v. a.r.définies sur un espace probabilisé (2, F,P), indépendantes,
intégrables et telles que Px = Py. On considére Z = X — Y. On note ¢z et ¢x les fonctions
caractéristiques de Z et de X.

(a) Montrer que Z est symétrique et que ¢z(t) = |px (t)[>.

(b) Montrer que Z est de carré intégrable si et seulement si X est de carré intégrable.

2. Soit (Z,,) une suite de v. a. r. définies sur (2, F,P), indépendantes, symétriques, intégrables
et de méme loi; pour n € N*, on notera S,, = Z1 + ... + Z,.
On suppose que sgp E[|% | < +oc.
a) Calculer E[Z1] et la fonction caractéristique de 22 en fonction de la fonction car-
un
actéristique commune ¢ des Z;.
(b) Montrer que la suite (%) est tendue, c’est-a dire que Ve > 0, 3A > 0, Vn, P[{|%| >
A}l <e.

On admettra qu’alors, il existe une sous suite (ng) et une probabilité p sur (R, B(R))

telle que jLnik £, p (quand k — +00.)

(c) On note ¢ la fonction caractéristique de p. Montrer que pour tout ¢, ¢(t) est réelle et
qu’elle est strictement positive sur un intervalle | — T, T'[, T' > 0.
Montrer que pour tout ¢ € R, avec |t| < T, on a

t t
li 1 —))= i —)—-1)=1 t)).
i nlog(ox(<)) = T ni(os(—z) 1) = log(6(0)
(d) Déduire de ce qui précede que pour tout ¢ avec |t| < T, il existe un réel N(t) > 0 tel que

lon ait pour tout k entier, E[ng(1 — cos(\t/%))] < N(t).
tZ1

(e) Donner la limite presque sure (lorsque k& — +00), de ng(1 — cos(\/er)) pour [t| < T.
En déduire que E[(Z;)?] < +oo. Identifier alors la limite y.

3. Soit (X,,) une suite de v. a. r. definies sur (2, F,P), indépendantes, intégrables et de méme
loi, telles que E[X;] = 0.

On suppose que l'on a supE[

|%H < +oo. Utiliser les questions précédentes pour

n
montrer que X est de carré intégrable; conclure.

16. 6. T. C. L. dans R?. (extrait de 'examen de Janvier 1995)
Dans tout Iexercice, A® désigne la transposée de la matrice A.

1. Préliminaire. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires & valeurs dans R? définies sur un
espace probabilisé (2, F,P), telle que (X,,) converge en loi vers la loi gaussienne N (0,T"). Soit
A une matrice d x d. Montrer qu’alors la suite (X)), donnée par (X’") = (AX?!), converge en
loi vers la loi gaussienne A (0, AT A?).

2. Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, F,P), & valeurs dans R?, de composantes a1, as, a3,
vérifiant

(i) pour tout i = 1,2 ou 3, a; suit une loi de Bernouilli de parameétre %,
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(11) ar +as+az=1
(ainsi un et un seul des a; est non nul).

(a) Donner 'espérance et la matrice de covariance de X.

(b) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur (2, F,P), indépendantes et de
méme loi que X. Pour n € N*, on note S,, = X7 + ...+ X,,. Donner 'espérance de S,.
Montrer que sa matrice de covariance C est la somme des matrices de covariance des

2 -1 -1
Xiyi=1,...,n,pusqueC=¢g [ -1 2 -1
-1 -1 2

(c) Soit Ni(n), Na(n), N3(n) les composantes de S,.

Calculer Ni(n) 4+ Na(n) + N3(n).

3. Soit Y, = = (( Ni(n) ~ %, No(m)— % ).

(a) Montrer que (Y;,) converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée de matrice

2 -1
. 1
de covariance X = 3 < 1 o > .

(b) Donner les valeurs propres A; et Ay de 3 et montrer qu’il existe une matrice A orthogonale
(quon ne calculera pas), telle que AXA! = A avec

(M0
2=(7 n )

(¢) En déduire que la suite (Y/), donnée par (Y") = (AY!) converge en loi vers une v. a. r. Z,
dont on déterminera la loi.

(d) Montrer que la suite (Y, X1 Y}!) converge en loi vers un x? & deux degrés de liberté,
noté x2(2).

4. (a) Calculer X1 puis (Y, X71Y}).
(b) Déduire du a) et de 3. d) que 'on a la convergence en loi

3, c
> a[Ni(n) —E(N;(n)]? — x*(2).

i=1

16. 7. (extrait de 'examen de Janvier 1996) Soit (X,,) une suite de v. a. r. indépendantes et de
méme loi, définies sur un espace probabilisé (€2, F,P). On suppose que E[X1] = 0 et que 02(X;) = 1.
Pour n € N*, on notera S,, = X1 + Xo + ... + X,,.

On considere une suite (7),) de v. a. r. & valeurs dans N* et définies sur (Q2,F,P), possédant la
propriété suivante : Il existe une suite (k,) croissante de nombres entiers strictement positifs tels

que lim k, =+oo et :]g—" 2o
n—+o0o n

S L
1. Montrer que \/% — N(0,1).

2. Montrer que 72 — 1.

S, L
3. Montrer que \/% — N(0,1).
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4. (a) Soient € > 0 et § > 0 donnés.
On note pour n € N*, A, = {|S7,, — Sk,,| > eVkn} et By, = {|T), — k| > 0k, }.
Montrer que 'on a : P[A4,] < P[4, N BS] + P[B,].

(b) Montrer que lim P[B,] =0, pour tout § > 0.
n—+o0o

(¢) Montrer que pour n suffisamment grand, si on désigne par [0k,] la partie entiere de 0k,
on a

P[A, N Bl <2P[{  sup  |Sk,4p— Skl > eVEa}] < 5.
1<p<[6kn]+1

(d) Déduire de ce qui précede que ST”% ..

Tn
5. Déduire que 'on a \/% > X, £, N(0,1). (Attention : T, est une v. a. r. ).
" i=1

ST, P

Sr, —Sp, P . ,
—t—= — (), puis montrer que I'on a = — 0.

6. Déduire de la question 4) que

7. Interpréter les résultats des questions 5) et 6).

‘17. Espérance Conditionnelle, Lois conditionnelles. ‘

17. 1. Soit X et Y deux v. a.r. définies sur un espace probabilisé¢ (2, F,P), intégrables,
indépendantes et de méme loi.
Montrer que 'on a E[X | X + Y] =E[Y | X +Y] = £ Pps.

17. 2. Soit X une v. a. r. intégrable définie sur un espace probabilisé (€2, F,P). On considere A
et B deux sous tribus de F, et on suppose que la tribu o(X,.A) est indépendante de B5.
Montrer que 'on a E[X |o(A U B)] = E[X | A].

17. 3. Soit (X,) une suite de v. a. r. définies sur un espace probabilisé (€2, F,P), intégrables,
indépendantes et de méme loi; pour n € N*, on note S, = X1 + .... + X,,.
Montrer que E[X; | o(Sy, Sn+1,...)] = “%” P-p.s. (on pourra appliquer les exercices 1 et 2).

17. 4. Soit X unev. a. r. de loi exponentielle de parametre A. Soit ¢ réel positif fixé; pour B € B(R),
on pose u(B) =P{X —t € B} |{X > t}].

1. Montrer que p est la loi exponentielle de parametre A sur (R, B(R)).

2. Si X représente une durée de vie, comment peut-on interpréter ce résultat ?

17. 5. Soit X une v. a. r. intégrable définie sur un espace probabilisé (2, F,P) et B une sous tribu
de F; on suppose que 'on a E[X | B] = E[X].
La v. a. r. X est elle alors nécessairement indépendante de B ?

17. 6. Soit (X)) une suite de v. a. r. indépendantes et de méme loi pd; + (1 — p)dy et N une

variable aléatoire entiere, indépendante de la suite (X,;,). On pose Ny = > Xy et Ny =N — Nj.
1<k<N
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1. Si N suit une loi de Poisson de parametre A, montrer que N; et No sont deux variables
indépendantes et suivant des lois de Poisson.

2. Si N7 et Ny sont indépendantes, montrer que N suit une loi de Poisson.

On pourra utiliser les fonctions génératrices de N, N1 et No.

17. 7. On considere deux variables aléatoires discretes X et Y, définies sur un espace probabilisé
(Q,F,P). Soit r € N et a,p € [0,1]. On suppose que X suit une loi binomiale B(r,p) et que pour
tout k € {0,...,r}, la loi conditionnelle de Y sachant {X = k} est la loi binomiale B(k,a).
Montrer que Y suit une loi binémiale B(r,pa).

17. 8. Soit X une v. a. r. de carré intégrable définie sur un espace probabilisé (2, F,P) et (F},)

une suite croissante de sous tribus de F.
Montrer que la suite (E[X | F,]) converge dans L'(2, F,P) vers E[X | Fi oo, ol Fyoo désigne la
tribu engendré par I'union des F,,.

17. 9. Soit r et s deux réels et (X,Y,Z) une variable aléatoire gaussienne a valeurs dans R3,

1 » 0
d’espérance le vecteur de coordonnées (1,1,1) et de matrice de covariance C' = [ r 1 s
0 s 1

1. Déterminer en fonction des données E[X | Y], puis E[X |o(Y, Z)].

2. Pour y, z € R, donner la loi conditionnelle de X sachant Y =y et Z = 2.

17. 10. (extrait de I’examen de Janvier 1995) Soit X, Y, Z trois v. a. r. indépendantes définies sur
un espace probabilisé (Q, F,P), de méme loi normale N (0, 1).

1. Montrer que (X,Y, Z) est une variable aléatoire gaussienne & valeurs dans R?, de matrice de
covariance la matrice identité de taille 3 x 3.

2. Montrer que (X, X +Y, X +Y + Z) est une variable aléatoire gaussienne & valeurs dans R?;
donner sa matrice de covariance.

3. Donner la densité du couple (X, X +Y), puis celle de la v. a. r. réelle X + Y, enfin la densité
de la loi conditionnelle de X sachant que X + Y = a, pour a nombre réel fixé.
En déduire l'espérance conditionnelle E[X | X + Y.

4. Donner la densité du triplet (X, X +Y, X +Y +7), celledelav. a. r. X+Y + Z, et la densité
de la loi conditionnelle de (X, X +Y') sachant que X +Y + Z = b, pour b nombre réel fixé.
Donner 'espérance conditionnelle E[X +Y | X +Y + Z].

17. 11. (d’apres 'examen de Janvier 1996)

Préliminaire. Soit (X,Y, Z) une variable aléatoire & valeurs dans R3. Montrer que si (X,Y, Z) est
une variable aléatoire gaussienne centrée, et si X est orthogonal a Y et a Z, alors X est indépendant
de (Y, Z2).

Considérons & partir de maintenant (U, V,W) une variable aléatoire & valeurs dans R3, telle que
X=U+V,Y=V+Wet Z=U-+W soient des v. a. r. de loi normale N(0,1) et indépendantes.
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1. Montrer que (X,Y,Z) est une variable aléatoire gaussienne a valeurs dans R3. On précisera
son espérance et sa matrice de covariance.

2. Montrer que (U, V, W) est une variable aléatoire gaussienne centrée. Montrer que sa matrice
3 -1 -1
de covariance est C = % -1 3 -1
-1 -1 3

3. Calculer E[U | V] et E[U | W].

4. Pour v € R, donner la loi conditionnelle de U sachant que V = v; calculer E[U?|V].
5. Trouver les réels a et b tels que la v. a. r. U + aV + bW soit orthogonale a V et & W.
6. Calculer E[U | o(V,W)]. En déduire E[U |V + W].

7. Montrer que E[U |V + W]+ E[U |U + W]+ E[U |U + V] = U. Expliquer pourquoi.

17.12. (extrait de 'examen de Janvier 1997) On considére un couple (X,Y’) de v. a. r. intégrables
définies sur un espace probabilisé (2, F,P). On suppose que l'on a les égalités : E[X | Y] =Y P-p.s.
et E[Y | X] = X P-p.s. On veut montrer que X =Y P-p.s.

1. On suppose d’abord que X et Y sont de carré intégrable.

(a) Montrer que I'on a E[XY] = E[X?] = E[Y?].
(b) Montrer que I'on a E[(X — Y)?] = 0; en déduire que P[X = Y] = 1.

2. On ne suppose plus que X et Y sont de carré intégrable.

(a) Montrer que pour tout c¢ réel, on a
E[(X -Y) ]L{ch} | X]=0P-ps.et E[(X —Y) ]L{ch} |Y]=0P -p.s.

(b) En déduire : E[(X —Y)(Lix<c — Liy<ey)] =0 P-ps.
puis
E[(X =Y) Lix<eysel T E[(Y = X) Lyxsey<ey] = 0.
(c) En déduire PIX <c¢<Y]=0et P[Y <c< X]=0.
(d) Montrer alors que P[X =Y]| = 1.

33



Devoir de Probabilité.

Ce probleme démontre le théoreme de récurrence de Poincaré (premiere partie) et Iapplique a
un probléeme de développement décimal des nombres réels.

Partie I

Dans toute cette partie esp est un espace probabilisé et T': ) — € est une application mesurable
qui préserve IP. Pour tout entier n strictement positif, on note T I'application ToT o...oT ou T
est composée exactement n fois avec elle-méme et 'on pose T° = idq, 'application identité de €.

Question préliminaire. Si A est une partie de €2, on note T""(A) I'image réciproque de A
par lapplication 7. Montrer par récurrence que P(T~"(A)) = P(A) pour tout entier n positif et
toute partie mesurable A.

Si A est une partie de € et x est un point de A, on dit que x revient une infinité de fois dans
A ¢1l existe une infinité d’entiers n > 1 tel que T"(x) appartient a A.

Dans toute la suite, A est une partie mesurable de 2 dont la mesure P(A) est strictement pos-
itive.

1. Soit B I’ensemble des points = de A tel que T™(z) appartient & A pour au moins un entier n
strictement positif.

(a) Montrer que B est mesurable.

(b) On suppose que B est vide. Montrer que A est disjoint de T77(A) pour tout entier j
strictement positif. En déduire que T7*(A) et T—7(A) sont disjoints pour tout couple
(k,j) d’entiers positifs distincts.

(¢c) Montrer que B ne peut pas étre vide (utiliser la question précédente et la question
préliminaire).

(d) On suppose que la mesure de B est strictement plus petite que la mesure de A et ’on note
M le complémentaire de B dans A. Montrer que P(M) > 0. Montrer que les ensembles
T77(M), 0 < j < +o0o, sont deux-a-deux disjoints (on pourra reprendre la stratégie de
la question b.). En déduire une contradiction et conclure que P(B) = P(A).

2. On pose By = B et 'on note B I'ensemble des points x de By pour lesquels il existe n > 0
vérifiant T"(z) € By. Montrerque P(By) = P(By) (utiliser la question 1.).

3. Soit (B;)ien la suite de parties de Q définie par récurrence de la maniere suivante : By et By
ont été définis a la question 1 et pour i > 1 on pose

Bi+1 = {1’ S BZB?”L >1, Tn(.%') S Bz}

(a) Montrer que P(B;) = P(A) pour tout ¢ positif puis que P(N;>0 B;) = P(A).
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(b) Montrer que N;>0B; est I'ensemble des points de A qui reviennent une infinité de fois
dans A. En déduire le théoréme suivant :
Théoréme de récurrence de Poincaré. Soit (2, F,P) un espace probabilisé et
T : Q — Q une application mesurable qui préserve la mesure P. Alors, pour tout
A € F, lensemble des points de A qui reviennent une infinité de fois dans A est de
mesure totale dans A.

(c) On considere I'espace mesuré (R, B(R),\) ou A désigne la mesure de Lebesgue sur les
boréliens. Par construction, la translation T': x — x+1 est une application mesurable
de R vers R qui préserve A. En déduire que le théoreme de récurrence de Poincaré est
faux si 'on ne suppose pas que (2, F,P) est un espace de probabilité mais seulement
que c’est un espace mesuré.

Partie I1

Dans toute cette partie, {2 désigne 'intervalle [0,1] et F la tribu des boréliens de €. Si z est un
nombre réel, nous noterons [x] la partie entiere de x, c’est-a-dire

[z] = sup{n € N|n < z}.

Cette définition étant posée, on introduit la fonction f : R — R définie par la formule

f(s) =10s — [10s].

1.

Soit € [0,1] et x = 0,ujuy...uy... son écriture décimale (en choississant pour x nombre
décimal, I’écriture qui stationne a 0). Quelle est I'écriture décimale de f(x) ? Quelle est celle
de f™(z) pour n positif ?

(a) Montrer que f([0,1]) =[0,1].

(b) On note maintenant 7" : [, 1] — [0, 1] la restriction de f a l'intervalle [0, 1[. Tracer le
graphe de T

(c) Montrer que T préserve la mesure de Lebesgue A sur [0, 1].

. Soit [ un entier strictement positif et a1, ao, ..., a;, [ chiffres, c’est-a-dire [ entiers compris entre

0 et 9 au sens large. Soit A I’ensemble des points = de [0, 1] dont I’écriture décimale commence
par 0, ajasas ...a;. Montrer que A est un intervalle de mesure de Lebesgue strictement positive.
Donner la valeur exacte de A(A).

. Déduire du théoreme de récurrence de Poincaré que “parmi les points dont I’écriture décimale

commence par 0,ajasas ...a;, on retrouve presque surement la séquence ajas...a; une infinité
de fois dans leur développement décimal’.

. Montrer que “pour presque tout point x de [0, 1], la séquence ajas...q; apparait une infinité

de fois dans le développement décimal de z”.
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Non inclus dans le poly

17. 13. Fonctions de répartition de mesures. Soit F' une fonction de R dans R croissante et
continue & droite. On veut montrer qu'il existe alors une mesure o-finie sur (R, 5(R)), et une seule
telle que pour tout a,b € R, on ait : u(]a,b]) = F(b) — F(a).

(Par exemple, pour F(z) = x, on trouve la mesure de Lebesgue de R.)

On prolonge F en une fonction de R dans R en posant F(4+o00) = lirf F(z) et F(—o0) =
T—1T00
lim F(x). Par convention, pour a,b € R tels que —co < a < b < 400, on note |a,b) =a, b] si
r— =00
b < 400 et Ja,b) =]a, +o0o[ si b = +o0.
Soit Z I’ensemble des intervalles de la forme ]a,b) ou —o0 < a < b < 400.

1. Prouver d’abord que si une telle mesure existe, elle est unique, o-finie et qu’elle vérifie pour
tout |a,b) € 7, u(la, b)) = F(b) — F(a).

Soient |a,b) € Z et (Jan,b,)) une suite d’éléments de Z.

2. On suppose les ensembles |a,, b,) deux & deux disjoints.

N N
(a) Soit N € N* un entier tel que | |an,b,) Cla,b). Montrer qu’alors on a : Y (F(by) —

n=1 n=1
F(a,)) < F(b) — F(a). (Quitte & changer la numérotation, on pourra supposer que
ay = sup a, et faire un raisonnement par récurrence sur N.)

1<n<N
(b) En déduire que sil'on a | |ay,b,) Cla,b), alors :

n>1
+z°°1<F<bn> ~ Flan)) < F(b) - F(a).

n=N
3. Soit N € N* un entier tel que |a,b) C | ]an, b,). Montrer de méme que 'on a F'(b) — F(a) <

n=1
N
> (F(b,) — F(ay)). (On supposera que par exemple b €lay,by).)
n=1
4. On suppose Ja,b) C | Jan,by). Soit A, B € R tels que [A4, B] C|a,b).
n>1
(a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe une suite (€,) de réels strictement positifs telle que
400 +o0o
> (F(bn +€n) — Flan)) < 3 (F(bn) — Flan)) + €.
n=1

n=1
n=N
Montrer qu'il existe N € N* tel que [A, B] C U Jan,bn + €n)-
n=1
+o00
(b) En utilisant 3), en déduire qu’on a : FI(B) — F(A) < Y (F(b,) — F(ay)).
n=1
+o00o
(¢) En déduire que F(b) — F(a) < > (F(b,) — F(ay)).
n=1

5. Déduire de 2) et 4) que p est o-additive sur Z.
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6. Conclure.
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