Licence et Master de Mathématiques

Un peu d’analyse de Fourier.

L’objectif de ce texte est de donner les résultats concernant la transformation de Fourier utiles
pour la compréhension d’un cours de base sur le calcul des probabilités cf. E03 et G12 dans notre
cursus rennais ; il ne s’agit en aucun cas de présenter cette théorie en détail : ne soyez donc pas
surpris de ’aspect minimaliste de ce texte.

Les prérequis sont clairs : un minimum de connaissances en théorie de la mesure et intégration
(tribus, mesures, convergence dominée et théoréeme de Fubini).

1. La transformée de Fourier.

Placons-nous sur ’espace mesuré (]Rd,B (Rd) ,)\d) ol Ay désigne la mesure de Lebesgue et
rappelons, au moins pour fixer quelques notations, quune fonction f : R — C est intégrable
si elle est borélienne et vérifie

/Rd|f|d)\d=/\f|d>\d:/|f(x)|d$<+OO_

D’autre part, pour € R? et t € R?, on note |z| la norme euclidienne de z et ¢ - x le produit
scalaire de t et x.

Soient f : R* — C une application intégrable sur R? et 1 une probabilité sur R?; on définit,
pour tout t € RY,

fy = [ ep@de )= [ ().

i s’appelle la transformée de Fourier de u, fla transformée de Fourier de f.

Commencons par établir un résultat élémentaire. Si f est une fonction bornée, on pose
|| fllooc = sup,ega |f(x)| et pour tout n > 0, wr(n) = SUP|z—y|<n |f(xz) = f(y)|. On désigne par
U Densemble des fonctions f : R — C qui sont uniformément continues sur R¢ et bornées ;
(U, ] - lo) est un espace de Banach. Rappelons qu'une fonction bornée appartient a U si et
seulement si lim, 4o w¢(1/n) = inf,sowy(n) = 0.

Proposition 1. Soit i une probabilité sur R%. i € U, 1i(0) =1 et |||, < 1.

Si f est une fonction intégrable alors fE U et Hﬂ‘oo < I fll1-

Démonstration. Pour tout t € R%, - — e est intégrable par rapport & u : elle est borélienne
puisque continue et bornée par 1 qui est une fonction intégrable par rapport & la probabilité
p. Donc [i est définie en tout point de R et

O] < [[[e] nida) = (B7) = 1.

Donc ||fi|, < 1. Clairement fi(0) = p (R?) = 1.
Montrons que fi est uniformément continue sur R%. Pour s € R? t € R? et € R?, on a,
|t — e %] < min(2, |t — s||z|) de sorte que

()~ s)| < [ | = | ) < [ min2, o]}t of) ()
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En particulier, pour tout n € N*, w;(1/n) < [min(2,|z|/n) u(dr). Montrons, & Iaide du théo-
reme de convergence dominée, que le majorant de l'inégalité précédente tend vers 0 lorsque
n — 4o00. Pour tout x € R?, lim,, 1 min(2, |z|/n) = 0; de plus sup,,>; |min(2, |z|/n)| < 2. u
étant une mesure finie, les constantes sont intégrables par rapport a p. On peut donc appliquer
le théoreme de convergence dominée pour obtenir

lim min(2, |z|/n) p(dx) =

n—-+o00

Finalement, lim, o wz(1/n) = 0 : [i est uniformément continue sur RY.

La deuxiéme assertion (qui est en fait la méme lorsqu’on connait les mesures complexes!) se
démontre de la méme fagon : essayez et si vous n’y arrivez pas demandez!! O

Convolution. Introduisons a présent le produit de convolution de deux fonctions. Soient f et
g deux fonctions boréliennes. On définit la fonction f x g par

frge) = [ e =gty

Le domaine de définition de f % ¢ est ensemble des z € R? tels que

/|f:n— y)| dy < +oo.

Remarquons que si x appartient au domaine de définition de f xg, on a via z =z — ¥,

frg@) = [ H2gla - 2)

Proposition 2. Soit f € U et g une fonction intégrable. fxg €U et ||f *glloo < || flloo |lgll1-
St en outre f est intégrable alors f % g est intégrable et f/*\g = f:q\

Démonstration. f * g est définie en tout point de R? puisque

/ F@ — )] lg@)|dy = 1£] % 19](@) < || loe lgl < +o00.

Cette inégalité montre aussi que ||f x glloo < ||flloo [|gll1 puisque |f x g| < |f| *|g|-
Soient x € R? et z € R%. On a

[(f *g)(x) = (f x 9)(2)] S/!f(fr—y)—f(z—y)l\g(y)\dy,

de sorte que wyay(1/n) < w;s(1/n) gl et f+g € U.
Si f est de plus intégrable, puisque |f x g| < |f] *|g],

1% gl < H!f\*lgllll=/</|f(x—y)||g(y)|dy> da.

La fonction (z,y) — |f(xz —y)||g(y)| est positive et borélienne ; le théoréme de Tonelli conduit
a l'inégalité, la mesure de Lebesgue étant invariante par translation (ou via z = z — y),

1% gl < MfT*glll < /Ig(y)l </|f(wy)!dx> dy = [lgllx [ f]l1-
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Soit ¢t € R,

Frat) = [ sgwar= [ e ( [ 1= ot dy) dr.

Appliquons le théoreme de Fubini : (z,y) — % f(x — y)g(y) est borélienne puisque f et g le
sont et |7 f(z —y)g(y)| = |f(z — y)|lg(y)] est intégrable puisque

/\f(x—y)llg(y)ldfcdy =[£I gllle < llgllu 1Lf 1l

On obtient, en écrivant e** = eitveit-(z-v)

Feat = [ g ([ sy ds ) ay

puis en utilisant le changement de variable z = z—y (ou I'invariance par translation de la mesure
de Lebesgue)

~

Frg)=F1)g). O

Rappelons un petit résultat technique. Dans la suite, K : R? — R est une fonction positive,
intégrable et d’intégrale 1. On note, pour tout n € N*, K,,(z) = n? K (nx).

Lemme 3. Soit f € U. Alors (f x Ky,)n>1 converge vers f uniformément sur R?.

Démonstration. On a, pour tout z € R?, via le changement de variable z = ny,
frknla) = [ - gk () dy = [ o - 2/ () e

Ainsi, comme f(z) = [ f(z)K(z)dz,
1(F % Kn) — fllow < / SUp, g | F(z — 2/n) — f(2)|K(2) dz.

f étant uniformément continue, pour tout z € R%, sup,cga |f(z —e2) — f(z)| tend vers 0 lorsque
n — 400 ; de plus nous avons la majoration

sup sup [f(z — z/n) = f(2)[ |[K(2)| < 2[| f]loo K(2)]

n>1geRd

qui permet de conclure en utilisant le théoréeme de convergence dominée. O

2. Formule d’inversion élémentaire.

|2
On prend désormais K (z) = (27r)~%2e~ 2. Ce n’est pas le seul choix possible pour établir

le résultat qui suit ; toutefois la formule K = (27)¥2 K le rend tres populaire.

Théoréme 4 (Formule d’inversion). Soit A = {f ceU: fet ]? sont intégmbles}.
C. C A : si g est continue & support compact et € > 0, il existe f € A telle que || f —glloo < €.
De plus si f € A,

vz € RY, f(z) = (2m)~@ / e_it"‘]?(t) dt.

Rd



Démonstration. Soit f € U intégrable; (f x K,)n>1 converge vers f uniformément sur R? via
le lemme 3. Montrons que, pour tout n € N*, f x K,, appartient a .A D’ apres la Proposition 2,
[* K, est une fonction intégrable qui appartient a U et ﬁ = f K, = f K (-/n) est également
intégrable puisque f est bornée et K intégrable. Donc f x K,, € A. Comme f x K,, converge
uniformément vers f, on a C. CU N L' C A. Le résultat de densité s’en suit.

Soit f € A. Puisque K= (2m)¥2 K, on a, pour tout z € RY,
K(x) = (27)42 R(z) = (2)~4/? / ¢ ¢ (1) d.
On a donc, pour tout = € R% et tout y € RY, via s = nt,

Koz —y) = nlK (n(z — y)) = nd(2m)~9/2 / it na=1) [ (1) dt = (27) /2 / ¢ =D K (5/n) ds,

(f % Ky)(x) = (2m) =2 /f(y) </ VK (s/n) dS) dy.

On a I'inégalité | f(y)e™ (@ y)K(s/n)‘ < |f(y)||K(s/n)| : puisque f et K sont intégrables, on
peut appliquer le théoreme de Fubini pour obtenir

de sorte que

(@) = 20y [ eonicton) ([ eorsay) as = @) [ Rspmf-sas
Si f appartient & A, f € U et donc , pour tout € RY,

f(x)= lim (fxK,)(z)= lim eit'm(QW)_d/QK(t/n)f(—t) dt ;

n—-+00 n—-+o00

mais fest intégrable et le théoreme de convergence dominée conduit a I’égalité

lim [ e (2m) V2K (t/n) F(—t) dt = / et ()~ F(—t) dt = (2)~ / e=it (1) dt

n—-+o0o

ce qui établit la formule. ]

3. Applications aux probabilités.

Théoréme 5 (Injectivité de la transformation de Fourier). Soient p une probabilité sur RY et

feA
(@) plda) = 2m) =" [ f()a(—t) dt
]R‘i Rd

En particulier, si, pour tout t € RY, [i(t) = U(t) alors p = v.

Démonstration. D’apres le résultat précédent, on a, si f € A,

[ 1w uta) = em ( [eef dt) uld),



et, fétant intégrable, le théoreme de Fubini donne

/f p(dr) = (27)~ /f/“(da: (2m)~ /fﬁ

Si u et v sont deux probabilités telles que i = 7, pour tout f appartenant a A,

/ F(@) uld) = (27)" / ) ~ (2m)~ / FP(—t) dt = / F@)v

ce qui montre que p = v puisque C. C A C Cp cf. Théoreme 8. O

Proposition 6 (Formule d’inversion). Soit p une probabilité. Si [i est intégrable, u a pour
densité

pla) = Cry? [ i) da

Démonstration. Si f € A on a

/ F(@) p(dz) = (27) / 0 — (2m)¢ / ( / ¢t f(2) d:c> A(—t) dt.

Puisque f et & sont intégrables, le théoréme de Fubini conduit a

/ f(z) p(dz) = (2m)~ / f(z < / e h(—t) dt) dx = / f(x)p(z) dx

En particulier p est une fonction positive puisque si zg € R? pour f(z) = K, (zo — z) on a,
p étant uniformément continue via la Proposition 1,

n—-+o0o

p(xo) = liI_’I_l (K xp)(z0) = hm /K xo — x)p(x)dxr = lim Kp(zo — x) p(dz) > 0.
n—
p est intégrable puisque par convergence monotone

/p(q:) dr = lim (2m)%? /K(:c/n)p(x) dr = lim (2m)%? /K(:C/n)u(dx) =1.

n—-+o0o n—-+o0o

Finalement les deux probabilités p d’une part et v de densité p d’autre part sont égales
puisqu’elles coincident sur A (cf. Théoreme 8). O

Théoréme 7 (Paul Lévy). Soient (un)n>1 et p des probabilités sur Re.

(n)n>1 converge étroitement vers p si et seulement si (fin),~, converge simplement vers [i
sur RY -

Démonstration. La condition est nécessaire puisque, pour tout ¢t € Rd x — €T est continue
bornée.

Montrons que la condition est suffisante. Pour f € A, nous avons, pour tout n € N*,

[ aun=(2m " [ Fin(-

F®Om(—t) — f(O)fi(—t) pour tout t € R? et de plus SUp;,>1 )f [in(— ‘ ‘f ‘ qui est
intégrable puisque f € A. Le théoréeme de convergence dominée implique que

Jim [ fdp = @m0 i [ fom-od=@n [ foa-od = [ fde

comme C. C A C C, le Théoreme 9 fournit le résultat. O



A. Annexe.

Rappelons tout d’abord que deux probabilités qui coincident sur Z ou Z est une classe de
parties stable par intersection finie sont égales sur o(Z). Une conséquence de ce résultat est le
théoreme suivant.

Théoréme 8. Soient ju et v deux probabilités sur RY et H C Cp tel que C. C H, ladhérence
étant prise pour || - ||oo-

Alors j et v sont égales sur B (]Rd) des que

Vf eH, /Rdfdu:/Rdfdu.

Démonstration. Supposons tout d’abord que

[tau= [ rav (1)

pour toute f € C. (positive) et montrons que p = v. Soient K un compact de R? et G un
ouvert de R? tel que K C G et G est compact. Posons f(z) = d(z, G)/ (d(z, K) + d(x, G€)) ot
d(z,A) = inf{|z — y| : y € A}. f est continue sur R? et de plus 0 < f(z) < 1. f est & support
compact puisque f(x) = 0 si et seulement si z € G¢ et de plus f(z) = 1 si et seulement si z € K.
Par suite, f™ décroit vers 1k et donc, par convergence dominée (sup,, |f"| < 1)

w(K)= lim /f”duzngrilw/f"dv:u(K).

n—-+00

Le résultat se déduit alors directement du théoreme d’égalité de deux probabilités puisque les
compacts engendrent la tribu borélienne de R? et sont stables par intersection finie.

Supposons & présent (1) valable seulement pour h € H. Soient f € C. et h € H. On a

| [ran= [nau] < [17=nlau< s -l

et par suite, 'inégalité précédente étant aussi valable pour v,

‘/fdu—/fdu’g?!f—hHOOJr(/hdu—/hdu‘:2\\f_h|yoo;

ce qui donne le résultat puisque, comme f € H, inf{|f — hlloo : h € H} = 0. O

Dans le méme ordre d’idées, on peut établir le résultat suivant.

Théoréeme 9. Soient (j1)n>1 et o des probabilités sur R? et H C Cp tel que C. C H.

Alors (pn)n>1 converge étroitement vers p si et seulement si

VfeH, lim / fd,un—/ fdu.
Rd Rd

n—-4o00
Pour une démonstration,

http ://perso.univ-rennesl.fr/philippe.briand/proba/proba.html



