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1. Généralités sur les probabilités

Exercice 1. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. On consideére
G={AecF:P(A)=00ul}.
Montrer que G est une tribu.
Exercice 2. 1. Soient (E1, &) et (Fa, &) deux espace mesurables. On suppose que & = o(C;) avec
FE, € Ci.
(a) Montrer que la tribu & ® & est engendrée par les pavés C; x Cy ou C; € C;.
(b) En déduire que B(R?) ® B(R") = B(R4*™).

2. (a) Soit X = (X1, X5) une application a valeurs dans F; x Eo (définie sur (£2, F,P)). Montrer
que X est une v.a. si et seulement si X; et Xo sont des v.a.

(b) En déduire les propriétés algébriques des v.a.

Exercice 3. Soit (A, )N une suite d’événements. Montrer que

P(liminf A,) < liminf P(A,) < limsupP(4,,) < P(limsup A4,,).

n—+o00 n—+400

Exercice 4. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles. Comparer les événements
{limsup,,_, | o Xn > 1} et limsup {X,, > 1} puis {limsup,_, ,, Xn > 1} et limsup {X,, > 1}.

Exercice 5. Soit (X, )N une suite de v.a. numériques définies sur un méme espace probabilisé
(22, F,P). On suppose que ), -, P(|Xn| > €,) < 400 ol (€,)n>0 est une suite de réels positifs
convergeant vers 0. Montrer que (X,,)N converge presque sirement vers 0.

Exercice 6. Soit X une v.a.r. normale centrée réduite définie sur (92, F,P).

1. Calculer, pour tout réel s, E [eSX]. En déduire que e*1¥! est intégrable pour tout s € R.

2. Montrer que z — [E [eZX ] est analytique sur C.
. 2
3. En déduire que px(t) =E [e"¥] = e 7.

Exercice 7. On considére la fonction réelle u(z) = (1 + |=|) 7.

1. Soit X une variable réelle. On considere, pour s > 0, §(s) = E[u(sX)].
Montrer que 6 est continue sur [0, +oo[, de classe C! sur |0, +oc[. Exprimer ¢’(s) comme une

espérance. Déterminer limg_, 4 6(s).

2. Soient U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et ¢ €]0,1[. On considére la variable
aléatoire X = (U — ¢)™. Calculer, pour la variable X, 6(s) puis lims_, 0(s). Est-ce cohérent avec
la question précédente ?

Exercice 8. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy C(1) c’est & dire de densité
p(z) = 771(1 + 2%)~1. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = X 1.

Exercice 9. Soit X une v.a.r. de loi exponentielle de parameétre o > 0. Quelle est la loi de 1+ [X] 7
([x] désigne la partie entiére de x)

Exercice 10. Soit X de loi géométrique de parameétre 0 < p < 1. On construit une v.a. Y en
posant Y (w) = X (w)/2 si X(w) est pair, Y(w) = (1 + X(w))/2 si X(w) est impair.

Déterminer la loi de la v.a. Y.



Exercice 11. Soit U = (X,Y) une v.a. dans R? de densité (z,y) — ke “Locjy<q-
1. Quelle est la valeur de k7
2. Déterminer les lois marginales.

XY X4V
2 2

Exercice 12. Soit (U,V) une v.a. dans R? de densité 1y 1((u)1o1((v).

1. Déterminer la loi du vecteur (X,Y) ot X =/ —2InU cos(27V), Y = /—2InU sin(27V).
2. Quelle est la loi de X/Y ?

3. On note R = /X2 + Y2. Déterminer la loi de (X/R, R).

Exercice 13. Soit X une v.a.r. de fonction de répartition F'. Calculer E[F'(X)].

3. Quelle est la loi du vecteur (

Exercice 14. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F' donnée par F(t) =
[t]/(14t]) sit >0, F(t)=0sit<0.

Calculer pour tout n € N, P(X = n). Calculer P(1 < X <3),P2< X <4)et P(X <12). X
posséde-t-elle une densité? X est-elle intégrable 7

Exercice 15. Soit F' la fonction définie par

VEER,  F(t)=)_ 2—1'1[%7%0[@).
i>1
1. Montrer que F' est une fonction de répartition.
2. Soit X une var de fonction de répartition F'.
(a) Calculer P(X < 0), P(X <0), P(X >1), P(X >1),P(0< X < 3).
(b) Déterminer la fonction de répartition de la var Y = 1/X. Y est-elle intégrable ?

2. Indépendance

Exercice 16. Soient Xy, ..., X,, n+1 v.a. réelles indépendantes et identiquement distribuées ; soit
N une v.a. de loi binomiale B(n,p) indépendante de Xy, ..., X,. On pose

N(w)
VweQ, Y =) Xiw).
=1

Exprimer la fonction caractéristique de Y en fonction de celle de X1
Exercice 17. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parameétre p €]0,1[. On note Y
et Z le quotient et le reste de la division euclidienne de X + 2 par 3.

Quelles sont les valeurs prises par les variables Y et Z 7 Déterminer les lois de ces deux variables ?
Sont-elles indépendantes ?
Exercice 18. Soient X et Y deux v.a. indépendantes; X de loi géométrique de parametre p, Y de

loi géométrique de parameétre p’. Déterminer la loi de Z = min(X,Y).

Exercice 19. Soient X une variable aléatoire réelle et N suivant la loi de Poisson de parameétre
a>0; X et N indépendantes. On considére la variable aléatoire U = XV (U = 1si N = 0). On
note G(t) = E [e"X].

1. Montrer que U est intégrable si et seulement si E [eo‘|X ‘] < +o0.

2. Dans ce cas, exprimer E[U] en fonction de G.

3. Si X suit la loi N(0,1), montrer que U est intégrable et calculer E[U].



Exercice 20. Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes et identiquement distribuées. On pose
U=min(X,Y),V=X-Y.

1. Déterminer la fonction de répartition de U (resp. de max(X,Y")).

2. On suppose que X suit la loi exponentielle de parameétre o > 0. Quelle est la loi de (U, V)? U
et V sont-elles indépendantes 7

Exercice 21. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes.

1. Montrer que si X + Y est intégrable alors X et Y le sont.

2. Montrer que si X 4+ Y est presque stirement constante alors X et Y le sont également.

Exercice 22. Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes.

1. On suppose que X suit la loi de Cauchy de paramétre o« > 0 et que Y suit celle de Cauchy de
parametre 8 > 0. Quelle est la loi de X +Y ?

Si @ = 3, montrer que, pour tous a et b positifs, aX + bY a la méme loi que (a + b)X.

2. On suppose que X et Y suivent la méme loi symétrique — i.e. X et —X ont méme loi — et que
aX + bY ala méme loi que (a + b) X pour tous a et b positifs.

Montrer que si X n’est pas presque stirement constante alors X suit une loi de Cauchy.

Exercice 23. Soit (X,,),en+ une suite de v.a. indépendantes, de carré intégrable et de méme loi.
On note m = E[X;], 02 = 02(X}). On définit par récurrence :

}/IZXI/Qa Yo = (Yn—1+Xn)/27 n > 2.

1. Calculer E[Y,,] et V(Y;,) en fonction de n, m et o2.
2. Si X suit la loi N'(m,0?), quelle est la loi de Y;, ?

Exercice 24. Soient (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la loi 1 et B un borélien de R tel que 0 < u(B) < 1.

On note 71 le temps d’entrée dans B c’est a dire

Yw € Q, 71 (w) =inf{n >0: X, (w) € B} avec inf() = +co.

1. (a) Pour k € N*, expliciter les événements {r; = k} et {r; > k}.
(b) 71 est-il fini presque stirement ? Déterminer la loi de 7.
(¢) On s’amuse a lancer un dé équilibré. En moyenne :
— combien de lancers sont nécessaires pour I'obtention d’un 6 7?

— quel est le total des points jusqu’au premier 6 7

2. On pose 1p =0 et pour k € N
Yw €, Tit1(w) = inf{i > 7 (w), X;(w) € B}.
(a) Montrer que, pour tout k € N, 74 est fini presque siirement.
(b) Montrer que les variables (7511 — 7% )N sont indépendantes et identiquement distribuées.

Exercice 25. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi B(p) ou 0 < p <1 On
pose, pour tout w € €2,

o(w) =inf{i > 1, X;(w) = 0}, T(w) =inf{i > 1, X;(w) =1},



avec la convention inf{(} = +oo.
1. Montrer que P(7 = +00) = P(0 = 4+00) = 0 et déterminer la loi de o et 7.
2. On définit, pour w € Q, T'(w) = inf{i > 2, X;_;(w) =0, X;(w) =1} avec la méme convention.

(a) Montrer que 7' > 0 + 1 et que T'(w) = inf{i > o(w), X;(w) = 1}. En déduire que P(T =
00) = 0.

(b) Montrer que, si k > 2, {T =k} = U,’f;ll{T =k} N{o = i}. En déduire la loi de T" : pour
k > 2, notant ¢ = 1 — p,

pq - — .
P(T=k)=——(¢""=p"") sip#q
q—p

Déterminer la série génératrice de 71" ainsi que sa moyenne.

Exercice 26. Soient (F,,)n une suite de sous-tribus de F et (a,)n une suite de réels positifs
tendant vers 0. On suppose que

Vre N,VvneN, VAeo(F,i<n),VBeo(F,i>n+r), |P(ANB)—-PAPB)| <a,.
Montrer que, pour tout événement asymptotique de F,,, P(A) =0 ou 1.

Exercice 27. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles. On note, pour n > 1, S,, =
X1+ ...+ X,,. Les événements

{X, — 0}, {limsupX, < +oo}, {limsupS, <+oc}, {n 'S, converge dans R},

limsup{S, =0}, {(Sn)n>1 converge dans R}, {(S,)n>1 converge vers S < c}

sont-ils des événements asymptotiques de la suite (X;)n>17

Exercice 28. Soit (X,,)N une suite de v.a.r. identiquement distribuées.
1. Soit p € [1,4o00[ et ¢ > 0.
(a) Montrer que si E [Xo[F] < +oo alors P (limsup {|X,| > en!/P}) = 0.

(b) Montrer la réciproque dans le cas indépendant.

On suppose désormais les (X, )N indépendantes.
2. Montrer que si P(Xo # 0) > 0 alors ) |X,| = 400 P-p.s.

3. On se propose d’étudier le rayon de convergence R de la série entiére ) X,2". On suppose que
P(Xy #0) > 0.

(a) Montrer a l’aide de la question précédente que R < 1 P—p.s.

(b) En utilisant la premiére question, montrer que si E [anr(]Xom < +oo alors R=1P-p.s. et
que dans le cas contraire R = 0 P—p.s.

(c) Pouvait-on prévoir que R était presque siirement constant ?

3. Convergence de variables aléatoires

Exercice 29. Soit (f,)n la suite de fonctions de [0, 1] dans R définie comme suit : f,,(x) = 2" §'il
existe un entier k tel que 27"k < 2 < 27"k + 272" f,(z) = 0 dans le cas contraire. Montrer que
(fn)N converge vers 0 presque partout.



Exercice 30. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes toutes de loi exponentielle de para-
metre 1. On pose, pour tout n > 1, Y;,, = max;<;<, X;. Montrer que, presque stirement,

X Y,
limsup — =1, lim — =1.
n—+oo 1NN n—+oo Inn

Exercice 31. Soit, pour n > 1, X, une v.a.r. de Cauchy de parameétre 3~". On pose, pour n > 1,
Sp = X1 +...+ X,. Montrer que (Sy),>1 converge presque sirement dans R. Déterminer la loi de
la limite lorsque les (X,,),>1 sont indépendantes.

Exercice 32. Soient (X, )nen+, X et Y des variables aléatoires réelles; (X,)n,en+ converge vers X
en probabilité.
1. On suppose dans cette question que, pour tout n € N, | X,,| <Y presque siirement.
(a) Montrer que |X| <Y presque siirement.
(b) Montrer que si Y est bornée (X,,),en+ converge vers X dans LP pour tout réel p > 1.
(¢) On suppose que Y € LP. Montrer que (X,,)p,en+ converge vers X dans LP.
2. Montrer que E[|X|] < liminf E[|X,]].
Indic. : Siz >0etr >0, z > min(x,r).
Exercice 33 (Difficile!). Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. numériques. On dit que la suite (X, )n>1

est équi-intégrable si
lim supE [|Xp|1x, =] = 0. (1)

a——400 ”Z 1

1. (a) Montrer qu'une v.a. intégrable est équi-intégrable.

(b) Montrer que la suite (X,,),>1 est équi-intégrable dans les deux cas suivants :
(i
(i

) il existe une v.a. Y intégrable telle que, pour tout n, | X,| <Y presque siirement ;
) (X,)N est bornée dans LP(Q, F,P) pour p > 1.
(c) En déduire qu'un nombre fini de v.a. intégrables est équi-intégrable.
(d) Montrer que (X,,)n>1 est équi-intégrable si et seulement si
lim supE [(|X,|—a)"] =0.

a——400 TLZl

2. Soit (X,,)n>1 C L' et X une variable aléatoire. Montrer que la suite (X,,)N converge vers X
dans L! si et seulement si (X,,),>1 converge en probabilité vers X et (X,,),>1 est équi-intégrable.

Indic : E[|X,, — X|] = Emin(|X,, — X|,a)] + E[(|X,, — X| —a)*]; x — (z — a)T est convexe
et croissante sur R.

Exercice 34. Soit f : R — R une fonction continue, strictement croissante et bornée telle
que f(0) =0.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) (Xn)n>1 converge vers X en probabilité;
(i) Titn, - oo B [£(| X, — X)) = 0.
En pratique : f(x) = min(x,1) ou f(x) =z/(1+ z).
Exercice 35 (Lemme de Scheffé). Soient (X, )nen+ C L' et X des v.a.r. positives. On suppose

que la suite (X, )nen+ converge vers X en probabilité. Montrer que (X,,),en converge vers X dans
L! si et seulement si X est intégrable et E[X,] — E[X].



Exercice 36. Soit X une variable aléatoire de loi donnée par P(X = 1) = P(X = —-1) = 1/2.
On définit X,, = X si n est pair, X,, = —X si n est impair et Y,, = X pour tout n. Montrer que
(Xn)nen et (Yn)nen converge en loi vers X puis que la suite des couples (X,,,Y},) ne converge pas
en loi.

Exercice 37. Soient (X,,)nen et X des variables a valeurs dans N. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) (Xn)nen converge vers X en loi;
(ii) pour tout k € N, lim,, 1o P(X,, = k) =P(X = k) ;
(iii) Gx,, converge simplement vers Gx sur [0, 1].

Exercice 38. Soient (X, )nen, X des v.a.r. et D une partie dense de R. On suppose que F,, (t)
converge vers F'x(t) pour tout ¢t € D. Montrer que (X,,),en converge vers X en loi.

Exercice 39. Pour tout n € N*, Y,, est une v.a. de loi géométrique de parameétre a/n o a > 0
et X,, = Y,/n. Montrer que (X,),en+ converge en loi vers une v.a. X de loi exponentielle de
parameétre .

Exercice 40. Soient (X, )n,en et X des v.a.r. de densité respectives p, et p. Montrer que si p,
converge vers p dans L' alors X,, converge vers X en loi. Montrer que la réciproque est fausse.

Exercice 41. Soient (X,)n,en et X des variables & valeurs dans {0} U {k~! : k € N*}.

1. Montrer que (X,,)nen converge en loi vers X si et seulement si,

* . _ 1.1\ _1.—1
VEEN",  lim P(X,=k")=P(X=k").

2. A-t-on limy— oo P(X,, = 0) = P(X = 0)?

Exercice 42. Soit (X,,)p>1 une suite de v.a.r. i.i.d. suivant la loi de Cauchy de parametre ¢ > 0.
On pose, pour tout n > 1, Y,, = (maxj<k<, Xi)/n. Montrer que (Y;,),>1 converge en loi vers 1/T
ou T suit une loi exponentielle dont on précisera le parameétre.

4. Loi des grands nombres ; séries de v.a.

Si (Xy)n>1 est une suite de variables indépendantes, on note, pour tout n > 1,

S
S,=X1+...+X,, anﬁ.

Exercice 43. Soient (U,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1] et
f:[0,1] — R une fonction continue. On note pour tout z € [0, 1],

VneN*,  Su(@) =) ly<a, Mu(x)=n"Su(x),  Bu(z)=E[f(Mn(2))].
=1

1. (a) Quelle est la loi de S, (z), sa moyenne, sa variance ?
(b) Montrer que B,, est un polyndme.
2. (a) Montrer que, pour tout z € [0,1], lim,, 1o Bp(z) = f(z).
(b) Etablir 'inégalité
z(1—x) 1
Ve €[0,1], Vn>0, P(|M,(x)—z|>n)< i < s

(¢) En déduire que (By,)nen+ converge vers f uniformément sur [0, 1]. On pourra remarquer que
|Bp(z) — f(z)| < E[|f(M,(x)) — f(x)]] et utiliser I'inégalité précédente.



Exercice 44. Soit (X,),en+ une suite de v.a.r. i.i.d. telle que X est intégrable. On note, pour
n>1, M, =n"1S,.

1. Déterminer la fonction caractéristique de M,,.
2. En déduire que (M,,),en converge en probabilité vers m = E[X;].

Exercice 45. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. i.i.d. suivant la loi normale centrée réduite. Montrer
que la série Y, -, X,n~!sin(nmz) converge presque siirement pour tout réel x.

Exercice 46. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On note, pour n € N*,

Déterminer limy,—, 4 oo Ip.

Exercice 47. 1. Soient (X,,),en+ des variables aléatoires indépendantes de carré intégrable et
(bn)n>1 une suite croissante de réels strictement positifs telle que lim,,— 4o by, = +00. On suppose

que .
b Y E[Xi] —m, Y b,°V(X,) < +oo.
i=1 n>1

Montrer que (b, 1S, )nen+ converge vers m presque stirement et dans L2
2. Soit (Ay)n>1 une suite d’événements indépendants telle que ) P(A;) = +oo. On note, pour
n>1,bp =3 <4<, P(Ag). Montrer que la suite (bgl > i<k<n 1Ak)n>l converge presque slirement
vers 1.
Exercice 48. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. indépendantes, intégrables et centrées. On suppose
que la suite (X,)p>1 est équi-intégrable cf. (1).

Montrer que (My,)n>1 converge vers 0 en probabilité puis dans L.

Indic : Y, = Xulix,|>a-

5. Autour du TCL

Exercice 49. Soit (X,,)nen+ une suite de v.a. i.i.d. suivant la loi de Poisson de parameétre 1. On
note S, = X1+ ...+ X,.

1. (a) Quelle est la loi de S;, ?

(b) Montrer que Z,, = (S, —n)//n converge en loi vers une gaussienne centrée réduite.

(c) Plus généralement, si Sy suit la loi de Poisson de paramétre A, montrer que (Sy — \)/vVA
converge en loi, lorsque A — 400 vers une gaussienne centrée réduite.

2. (a) Montrer que
Vt>0, P(Z,>t) <t 2

(b) En déduire que E [Z;F] converge vers E [GT] ot G est gaussienne centrée réduite.

(¢) Montrer que
E([Z!] = ety

n!

(d) Retrouver la formule de Stirling.



Exercice 50. On observe des particules dont la durée de vie X est une v.a. de loi exponentielle
de parameétre 6 > 0.

1. Calculer la probabilité pour qu’une particule déterminée n’existe plus a 'instant ¢ > 0.

2. n particules sont dans une enceinte close ; leurs durées de vie sont indépendantes et de méme loi
£(#). On désigne par N; le nombre de particules qui ne sont pas désintégrées a 'instant t. Quelle
est la loi de NV} 7 Calculer la moyenne et la variance de N;. Etudier V[IV¢] en fonction de t.

3. Soit 0 < a < 1. Etudier lim,, .o P(N; > an). Si to = In(2)/6, que vaut lim,, o P(Ny, > n/2)?
Exercice 51. Soit (X,),en+ une suite v.a.r. i.i.d. suivant la loi de Cauchy C(1). Peut-on appliquer
le TCL?

Trouver la loi de M,. Pensez-vous que (y/niM,),~, converge en loi?
Exercice 52. Soit (P) la propriété suivante :

Si X et Y sont deux v.a.r. indépendantes et de méme loi p, (X +Y)/v/2 est aussi de loi .

1. Montrer que la loi N'(0, 1) vérifie (P).
2. Soit pu une probabilité sur R telle que [ #* p(dz) = 1 vérifiant (P).
(a) Montrer que si X est de loi p alors E[X] = 0.
(b) Montrer que, pour tout n > 1 et toute suite X, ..., Xon i.i.d. de loi u, la v.a.r.

Y, =22 ZXZ-

i=1
est de loi p.
(¢) Montrer que p = N(0,1). Pensez au TCL!
Exercice 53 (Une autre démonstration du TCL). Soit (X,)nen+ une suite de v.a. i.i.d. telle que

X1 € L?; E[Xy] = 0, V(X;) = 1. Considérons d’autre part (G),en+ une suite de v.a.r. i.i.d.
suivant la loi N (0, 1) indépendante de (X;,)nen+.

On note T;, = n"s Yoy X;. Pour k=1,...,n—1, on note

1 1
Up,=—(X o+ X G ..+ G Ug=— G;, U,=1T,.
k \/ﬁ( 1+t X+ G+ + Gr), 0 \/ﬁ; iv Un n
1. Quelle est la loi de Uy ?
2. On pose, pour k =1,...,n, Vj = Uy — Xi/+/n. Montrer que Vi, = Uy_1 — G//n.
3. Soit f : R — R une fonction C? dont la dérivée troisiéme est bornée.
(a) En écrivant un dévéloppement de Taylor (pensez a V}), montrer que
c
[E[f(Uk)] = E[f (Up-1)]| £ —
n2
ou ¢ est une constante que I’on déterminera.
(b) Soit G de loi N(0,1). Montrer que
c
E[f(T,)] — E|f(G)]] < —.
[E(f ()] - B (@) < =
Commentaires ?

Exercice 54. Soient (X,),>1 une suite de v.a.r. i.i.d. intégrables et f : R — R une application
continue sur R et dérivable au point m = E[X}].
Déterminer la limite en loi de la suite (/n [f(My) — f(m)]),>1-

Indic : f(x) = f(m)+ (x —m)f'(m) + (x — m)g(z) avec g continue et lim,_,,, g(x) = 0.



6. Vecteurs gaussiens

Exercice 55. Loi du X2 Pour s > 0, ¢t > 0,
+oo 1
Lls) = / v te dr,  B(s,t) = / 21— 2)' da.
0 0

1. Montrer que, pour s > 0, t > 0, I'(s)I'(¢t) = ['(s + t) B(s,t), T'(s+ 1) = sT'(s), I'(1/2) = /7.
2. Pour a > 0 et s > 0, on note I'; , la probabilité sur R de densité

Ys,alx) = () ¥l 1r: (2).

(a) Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes; X de loi I's o, Y de loi I't o. Quelle est la loi de
X+Y?

(b) Soit Gy, ..., G4 indépendantes de loi A'(0,1). Déterminer la densité de G? puis celle de
G?+...+ G2

Exercice 56. 1. Soient a > 0 et X de loi N(0,1), U = X1|xj<q — X 1|x|q- Quelle est la loi de
U ? Le couple (X,U) est-il gaussien ?

2. Soit € de loi P(e = +1) = 1/2 indépendante de X. Loi de Y = ¢X ? Le couple (X,Y) est-il
gaussien ?

Exercice 57. Soient Xi,...,X,, n v.a.r. gaussiennes indépendantes de loi N'(0,1). Montrer que
Xp=n"YX1+ ...+ X,) et W,, = maxj<;<,, X; — minj<;<, X; sont indépendantes.

Exercice 58 (Apprendre le cours). Soit X = (X1, X2, X3)* un vecteur gaussien de moyenne
(1,0,3)* et de matrice de covariance

4 -2 =2 4 2 0
-2 4 =2 respectivement 2 10
-2 -2 6 0 0 2

1. Quelle est la fonction caractéristique de X 7
2. Quelles sont les lois marginales ? Déterminer les lois de (X1, X2), (X1, X3) et (X2, X3).
3. Est-ce que deux composantes de X sont indépendantes ?

4. X admet-il une densité? Si oui la calculer.



10



Les lois usuelles

Si X est une variable aléatoire réelle, sa fonction de répartition est la fonction définie par
vVt € R, Fx(t) =P(X <1t).
Si X est & valeurs dans RY, sa fonction caractéristique est donnée par

vt € RY, ex(t)=E [eit'X] .

Lois discrétes

Notation : pour p élément de [0, 1], on note ¢ =1 — p.

Si X est a valeurs entiéres, sa fonction ou série génératrice est la série entiére
V|z| <1, Gx(z) =E[*].

On a alors

vVt € R, px(t) = Gx (e").
Loi de Bernoulli, B(p), 0 <p<1:

P(X=1)=p, B(X=0)=g
Loi binomiale, B(n,p),n >1,0<p<1:

Vk=0,...,n, P(X=k) =CkprtqF

Loi géométrique, G(p), 0 <p<1:

Vk e N*, P(X =k)=pd" L.
Loi binomiale négative, B_(n,p),n >1,0<p<1:

Vk>n, P(X=k)=Cllprgdt

Loi de Poisson, P(c), ¢ >0 :

VkeN, P(X =k) :e—C;’T.
Loi / v.a. Notation | Espérance | Variance Gx
Bernoulli B(p) P g q+pz
Binomiale B(n,p) np npq (q+p2)"
Géométrique G(p) 1/p C]/192 pz (1 — qz)il
Binomiale négative | B_(n,p) n/p nq/p? (pz (1-— qz)71>n
Poisson P(c) c c eclz=1)




Lois a densité

X & valeurs dans R a pour densité px si

VB e B(RY), P(XeB)= / px () da.
B

Loi uniforme sur [a,b], U(a,b), a <b:

) 0 sit<a
px(x) = m 1[a,b](x)7 Fx(t) = (b — a)fl(t — (1) sia<t<b
1 sit>b
Loi de Cauchy, C(c), ¢>0:
1 c 1 1 t
px(x) = P R T2 Fx(t) = B + - arctan <C> .

Loi exponentielle, £(c), ¢ >0 :
px(x) =ce” " 1r, (), Fx(t) = (1 — e_Ct) 1r, (1)

Loi de Laplace, L(c), ¢ >0 :

c et /2 sit<0
_ & —clz| _ )
px(r) = 2° " Fx(t) = {1—e—ct/2 sit>0

Loi gaussienne ou normale réelle, N'(m,c?), 02 > 0 :

px(@) = — exp(_@f—m)j_

2mo? 202

Loi gaussienne dans R¢, \/ (m,I') :m € R?, T matrice réelle d x d symétrique et semi-définie
positive. Densité si et seulement si detI" > 0 et dans ce cas

1 r—m) T Yz —m
Px(@) = @n)ldetr F <_( ) 2 ( )>'
Loi gamma, I'(s,¢), s >0,¢>0:

px(z) = F(Cs) (cz)*Lee® 1g: (z), avec I'(s)= / ) ¥ e d.
Loi / v.a. Notation | Espérance | Variance ©x
Uniforme Ua,b) | (a+b)/2 | (b—a)?/12 | (e — &) (it(b—a)) ™"
Cauchy C(c) non non e—cltl
Exponentielle E(c) c! c2 c(c—it)~t
Laplace L(c) 0 2c2 ?(+ t2)_1
Gaussienne N(m,a?) m o? exp (itm — o%t?/2)
Gaussienne N(m,T) m r exp (it - m — 3t - T't)
Gamma I'(s,c) sc! sc? (c(c—it)™1)°




