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Exercice 1. 1. Soit X une variable aléatoire positive. Etablir que
+00
E[X] :/ P(X >t)dt.
0

Soient (X, )nen+ une suite de variables aléatoires positives indépendantes et de méme loi et
N une variable aléatoire a valeurs dans N* indépendante de la suite (X,,)nen+. On note F' la
fonction de répartition de X; et G la fonction génératrice de N :

VteR, Ft)=P(X;<t), Vs|<1l, G(s)=E[s"]= ZM s*P(N = k).

2. Pour tout k£ € N*, on note Zj, la variable aléatoire Z;, = max(Xy,..., Xg).
(a) Exprimer la fonction de répartition Hy de Zj en fonction de F.
(b) Déterminer limy_, 4o E[Z)] lorsque X est de loi uniforme sur [0, 1].

(¢) Comparer la variable aléatoire Zj aux variables aléatoires X1 et X1 +...+ Xj. En déduire
que Z est intégrable si et seulement si X; 'est.

(d) On suppose que E [X;] < 400 et on note
T=inf{teR: F(t) =1}, inf(=+4o0.
Remarquer que 7 € Ry U {400} et montrer que limg_, o E[Zy] = 7.
3. On considere la variable aléatoire définie par
Z(w) = max (X1(w),..., Xy W), we
(a) Soit H la fonction de répartition de Z. Montrer que
VteR,  H(t) =Y P(N =k)H(t).
k>1
En déduire une expression de H en fonction de F' et G.

(b) Expliciter H lorsque X; est de loi uniforme sur [0, 1] et N de loi géométrique de parametre
p €]0,1[.
(¢) Montrer que dans Ry U {400} on a

E[Z] =Y P(N = k)E[Z].
k>1

En déduire que si X; et N sont intégrables Z ’est aussi.
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Exercice 2. Soit (X,,),en+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes.

1. Montrer que I’événement

A= {w €Q, Zn>1 Xp(w) converge}

est un événement asymptotique de la suite (X, )pen--

2. On suppose que les variables X, sont identiquement distribuées et que P(X; = 0) < 1.
(a) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que P(|X1| > ¢) > 0 et en déduire P(limsup{|X,| > c}).
(b) Montrer que P(A) = 0.

3. On suppose & présent que, pour tout n > 1, X,, est de loi V' (0,n‘4).
(a) En utilisant I'inégalité de Tchebycheff, établir que

(b) Montrer que lim inf {|Xn| < n‘g} C A et en déduire que P(A) = 1.

(¢) On note, pour n > 1,

Sn:ixk, S=14 ZXk-
k=1

E>1
Déterminer la loi de S,,. Montrer que la fonction caractéristique de .S,, converge simplement vers
celle de S. En déduire la loi de S. On notera 0% =", o k=%
(d) La variable S est-elle asymptotique de la suite (X,,)pen+ ?

Exercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi pu.
On note F' la fonction de répartition de X et on suppose que F' est continue sauf aux points
dy < dy < ...<d,. On rappelle que F(t—) désigne la limite & gauche de F' au point ¢.

Montrer que

T

P(X—Y =0) = /R i ({2}) plde) = 3 (Fldn) — F(dn—)>

n=1



