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Rappels d’Analyse.

Commencgons ces rappels par deux lemmes sur les séries numériques.

Soient (by,)n>1 une suite croissante de réels strictement positifs — on pose by = 0 — vérifiant
limy, 400 by = +00 €t (2p,)n>1 une suite de réels.
Lemme de Césaro. Silim, . 2z, =z € R, alors lim,,_, o b, Yo (b —bim1)m = .

n

Lemme de Kronecker. Silasérie Y b, 'z, converge dans R, alors lim,, ., b ! Yo ixi=0.

Démonstration. Etablissons le lemme de Césaro. Notons wu, = b, ! Zign(bi —bi—1)r; — x et
observons que

|un| =

bt Y = b (w— )| S0t (b= bl —

La suite (zp)nen+ est convergente dans R donc bornée disons par z*. On a alors pour tous
n>1k>1,

|tk < 227 b 4 bk + by (bgk — br) sup |z — x| < 20763 by + sup |z — .
i>k+1 i>k+1

Par conséquent, pour tout k£ > 1,

lim sup |uy,| = limsup |u, x| < sup |z; — z|.
n—-+00 i>k+1

Il reste a prendre la limite lorsque k£ tend vers 400 pour conclure.

Passons a la démonstration du lemme de Kronecker. Notons R; = > ;~; b,;lxk ; par hypothese
lim; 4o R; = 0. On a b;(R; — Ri+1) = x; de sorte que, comme by = 0,

n n n n+1 n
Zl‘i = Z bi(Ri — Riy1) = ZbiRi - Z bi_1R; = Z(bi —bi—1)Ri — bpRpp1.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Il reste a diviser par b, et appliquer le lemme de Césaro pour conclure. O

Poursuivons par un résultat élémentaire.

Lemme 1. Soit (z,)nen+ une suite de complexes. Si lim, ;oo nzy = 2, alors lim, 1o (1 +
zn)" = €%,

s . z
Démonstration. Notons w, = en. On a

i
L

(I4+z)"—€e*=1+2,)" —w) =1+ 2, —wp) (1+ zn)"_l_kwfl :

0

b
Il

par conséquent,

1+ z0)" = €]
< n L4 20— wal supgen g {11+ 2l T ] <m0 L4z = wal (1 [al) €l
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et, comme In(1 + z) < z pour tout z > —1,
(14 20)" — €| < n |1+ 2p — wy| eMZ0HI2L

On a d’autre part, pour tout |z| < 1,
ZTL
z —_— [e— f— —_—
e 11—z = ’Zn>2 .

Il vient alors, pour tout n > ||, |1 + 2, — wy| < |2, — 2/n| + |2]?/n?, et par suite

1
< Y L s 2y e

n>2 n>2

(L4 2,)" — €*| < (|Inzn — 2| + 071z ?) enlenltlal,
Le résultat s’en suit immédiatement. O

Terminons ces rappels par une version probabiliste du lemme de Dini.
Proposition 2. Soient (Fy,)n>1 et F' des fonctions de répartition avec F' continue sur R.

Si (Fy)nen converge simplement vers F' sur R, alors la convergence est uniforme sur R.

Démonstration. Fixons a > 0. Notons, pour i = 1,...,p+ 1, t; = —a + (i — 1)2a/p et, pour
7> 0, wp(r) = supy_g <, |[F(t) — F(s)].

Puisque, F' et F,, sont des fonctions de répartition,

—sit<ty, F(t) — F,(t) < F(t1) et

Fu(t) — F(t) < Fu(t1) < |Fu(t1) — F(t1)] + F(t1).
— Sité€ [ti—1,t[,i=2,...,p,
F(t) = Fu(t) < F(t:) — Fa(tio1) < [F(t:) — F(tio1)| + [F(tiz1) — Fa(ti-1)l,
Fo(t) = F(t) < Fu(ti) — F(ti1) < [Fu(ti) = F(t)| + [F(t:) — F(ti1)|.
— Finalement, si t > t,11, Fy,(t) — F(t) <1 — F(tpy1) et
F(t) - Fn(t) <1l- Fn(thrl) <1- F(thrl) + |F(tp+1) - Fn(tp+1)|-
Par conséquent,
|F — Fplloo < max{l — F(a),wr(2a/p), F(—a)} + max{|Fy,(t;) — F(t;)| :i=1,...,p+ 1}
et donc, puisque F), converge simplement vers F’,

limsup [|[F — F,||cc < max{l — F(a),wr(2a/p), F(—a)}.

n—-+4oo

F est uniformément continue sur R puisque c’est une fonction continue possédant des limites
finies en 400 et —oo; donc lim, g+ wgr(r) = 0.

Il reste a faire tendre p puis a vers +oo. ]

Remarque. Sous les hypothéses de la proposition précédente, F,(t—) converge uniformément sur
R vers F(t). En effet, pour tous s < t,

[Fn(s) = F(8)] < 2|[F = Fullloo + [F(s) = F(#)]

et donc si s T t,
[Fu(t=) = F(t)] < 2||F = Fyl|oo-



