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Exercice 1. De la loi uniforme aux lois discrétes
1. Soient X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et p €]0, 1[. Quelle est la loi de 1;x<;1 7

2. Construire a ’aide de X une variable aléatoire Z prenant les valeurs a, b et ¢ avec probabilité p,

q et r; p, g, v sont trois réels de [0, 1] tels que p+q+r = 1.

Exercice 2. Variables aléatoires discreétes
Soit X une variable aléatoire dans Z* de loi donnée par

VkeZ*, P(X =k)=2"(k+D,

On définit la variable aléatoire Y en posant

Y (w) = X(w) si X(w) >0,
—X(w)+1 siX(w)<0.

Déterminer la loi de Y.

Exercice 3. Calculs classiques

1. Calculer la moyenne, la variance ainsi que la fonction génératrice' de la variable aléatoire X dans
les cas suivants : X suit la loi (a) de Bernoulli de parametre p; (b) binomiale de parametres n et p;
(c) géométrique de parametre p; (d) de Poisson de parametre A > 0.

2. Méme question en remplacant fonction génératrice par transformée de Laplace et X de loi
(a) exponentielle de parametre A > 0; (b) uniforme sur [a,b]; (c) de loi gaussienne N (m, o2).
Exercice 4. Fonction caractéristique de la loi normale

Soit X une v.a.r. normale centrée réduite définie sur (2, F,P).

1. Calculer, pour tout réel s, E [eSX ] En déduire que e*1¥! est intégrable pour tout s € R.

2. Montrer que z — E [eZX } est analytique sur C.
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3. En déduire que px(t) =E [¢"*] = ¢ 2.

4. En déduire la fonction caractéristique de la loi normale N (m, o2).

Exercice 5.
Soit X de loi exponentielle de moyenne 1. Déterminer la fonction de répartition de min(X,1/X).

Exercice 6. Calculs de lois
A quelle condition sur a, la fonction p définie par p(x) = az® !si 0 < z < 1, p(x) = 0 sinon est-elle
une densité de probabilité 7 Montrer que la loi de Y = —aIn(X) ne dépend pas de a.

!Fonction génératrice : s — E(s~), transformée de Laplace : t — E(e'¥)



Exercice 7. Inégalité de Chernov
1. Soit X une variable aléatoire positive. Etablir I'inégalité de Markov :

E(X)

r

Vr>0, P(X>r)<
2. Soit Y une v.a.r. Montrer que

VteR, P(X>t)<infeME [eAX] .
A>0

3. Que raconte cette inégalité si X suit la loi uniforme sur [0, 1] ? la loi de Cauchy ? la loi normale
N(0,1) ? la loi de Poisson P(1)?

Exercice 8. Inégalité de Jensen

Soit ¢ une fonction convexe de R dans R et X une v.a.r telle que X et p(X) soient intégrables.

1. Soit € R. Montrer qu’il existe un réel a(z) tel que, pour tout y € R,

e(y) = o(x) + a(z)(y — ).

2. En déduire I'inégalité de Jensen :

p(E(X)) < E(p(X)).

Exercice 9. Loi d’un couple et lois marginales
Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire de densité p donnée par p(z,y) = ke ¥ si 0 < & < y et
p(z,y) = 0 sinon.

1. (a) Dessiner le domaine du plan sur lequel p n’est pas nulle. Calculer k.
(b) Déterminer les densités marginales de Z.
2. Déterminer laloide T =Y — X.
Exercice 10. Loi d’un couple et lois marginales
Soit (U, V) une v.a. dans R? de densité 1jq 1((u)1jo 1((v).
1. Déterminer la loi du vecteur (X,Y) ott X = +/—2InU cos(27V), Y = /—2InU sin(27V).
2. Quelle est la loi de X/Y ?
3. On note R = /X2 + Y2. Déterminer la loi de (X/R, R).



